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RESUMEN/ABSTRACT



Resumen

Este trabajo esta dirigido a estudiar la estructura
y evolucién histdrica del concepto de 1integral
definida Estos elementos son relevantes en 1los
procdesos de ensefianza y aprendizaj)e y contribuyen a
darle significatividad 1ldégica vy psicolégica al
concepto en estudlo Con frecuencia, esta parte
inherente al fundamento epistemolédgico es desculdada
por qulenes tenemos la seria responsabilidad de
ensefiar

Inicialmente se presenta un estudio histdérico de la
integral definida, partiendo desde los' i1ndivisibles
de Cavalierl hasta la definicién moderna dada por
Cauchy Sa estudia ademds la integral de Cauchy-
Riemann, la extensién de la integral de Riemann

Finalmente, hacemos un estudio de los obstaculos
eplstemolégicos mas comunes en el proceso enseflanza-
aprendizaje de la 1ntegral definida, por medio de
los cuales nos proponemos romper con la concepcién
errénea que se tlene cuando se plensa 4que la
primitiva Yy la 1ntegral definida son conceptos
equivalentes Existe, ademds, la creencia errada de
que el concepto de 1integral solamente se puede
realizar patra funciones continuas



Abstract

This work 1s aimed to study the structure and
historical evolution of the concept of *definite
integral These elements are relevant to the
teaching and learning processes, and they contribute
to the logical and psychological significance of the
concept 1n research Frequently, this inherent part
to the epistemological foundations 1s overlooked by
the ones who have the serious responsability of
teaching

Initially, a historical study of the definite
integrals 1is presented, beginning from the
indivisible of Cavalieri to the modern definition
given by Cauchy Besides, the Cauchy-Riemann
integral and the extension of the Riemann 1integral
are studied

Finally, a study of the most common epistemological
obstacles ,0f the definite 1integrals 1s made
Through this study we 1intend to break down the
widespread misconception that primitive and the
definite integral are equivalent concepts
Furthermore there exists the misbelief that the
concept of 1integral can only be carried out for
continuous functions



INTRODUCCION
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La 1ntegral era considerada bastante diferente en el siglo
XVIII que en la actualidad No habia ninguna definicidn
independiente de ella, la existencia de una 1integral nunca fue
puesta en cuest1dén, se determinaba, por supuesto,
explicitamente en la mayoria de aplicaciones que se realizaban
en este siglo, con lo cual la cuestidén no se planteaba La
integracién era considerada como la rnversa de la
diferenciacidn Por lo tanto, 1la integral 1indefinida se

consideraba més fundamental que la integral definida

Es realmente dificil hablar del primer trabajJo en que se
note de manera 1nequivgoca manifestaciones conscientes de una
fundamentacién de la integral definida Esto es asi, porgue
los cambios se van gestando en sus dlferentgs aspectos, en el
trabajo de muchos matemdticos Entre éstos podemos destacar a
Cavalaieri, con sus 1ndivisibles, Fermat, Ruler, Jean
Bernoullis, Lagrange, Lacroix, Legendre, Newton, Barrow,
Leibniz, Laplace, Poisson, Dirichlet, Fourier, Cauchy, Riemann,

Lebesgue y otros

Leibniz habia definido la integral como una suma Pero la
mayoria de los matemdticos rechazaron esta definicién, puesto
que la misma 1nvolucra tanto infinitos como infinitesimales,
los cuales, a lo mejor, son conceptos problematicos En cambio
Euler, los Bernoullis, Lagrange y Laplacs, prefirieron pensar

en la 1integracién como la inversa de la diferenciacidn, esto
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es, encontrando la antlderivada

Cauchy abandon6 la definicién de la integral definida como
la antiderivada en favor de su definicion como el limlte de una
suma Pero para Cauchy no fue suficlente decir gque la integral
definida es el 1limite de sumas Bl primero tenia que
especificar 1las sumas precisamente y entonces tenia que

demostrar la existencia del limite

Mucho se ha cuestionado acerca de qué llevd a Cauchy a su
definiclién de integral definida se seflalan, por ejemplo,
consideracicnes de tipo pedagdgicas, conocimiento de 1los
trabajos realizados por Poisson, sobre un tratamiento de la
integral como suma, con una discusién de la relacion entre los
valores de integrales complejas y sus sendas de integracion, y

la fecundidad matematica de Cauchy

Es innegable la influencia en Cauchy de Euler, Lacroix Yy
Poisson, sin embargo la tareas mas duras, tanto técnicas como
conceptuales, fueron obras de Cauchy mismo Realmente, 1ir
desde el tratamiento de la integral hasta Cauchy nos parece gue
fue el mas duro de los pasos gue Cauchy tomé en el calculo

ri1guroso

Este trabajo de graduacién, el cual hemos titulado

"HISTORIA Y ANALISIS DEL CONCEPTO DE INTEGRAL DEFINIDA®, 10



hemos dividido, para su mejor estudio y comprensidn, en tres

capitulos

En el capitulo primero estudiamos la 1ntegral antes de
Cauchy, destacando en él los aportes de Cavalieri, Fermat,

Euler; Newton y Leibniz

El capitulo segundo esta dedicado al trabajo de Cauchy
Presentamos aquf la definicién de integral definida de Cauchy
Las posibles motivaciones que tuvo Cauchy para construlr su
nueva definicién, la prueba de la existencia de la integral
definida dada por Cauchy, el Teorema Fundamental del Calculo y
su demostracién, tanto por Cauchy como por Lagrange, la
contribucién de Dirichlet al estudio de 1la integral, 1la

integral de Riemann y la extension de integral de Riemann

En el tercer capltulo estudiamos los obstaculos
eplstemolégicos y de origen didactico en el tratamiento de la
integral definida, en un curso de calculo integral La
produccién de teorias de conocimientos matematicos Yy su
caracter veritativo, cuestiones propias de la Epistemologia de
la MatemAtica, son en la practica educativa excluidas por los
profesores, inconscientemente en la mayoria de los casos, Y
causa de preocupacién de los alumnos, los que no "adivinan" las
formas casi{ "magicas" de las teorlas matematicas, que les

obliga a su aceptacién sin discusidn



XV1

£l conocimiento del objeto matematico, dJque 1ncluye
naturaleza, estructura y procesos histéricos, es una condicién
necesarila pero no suficiente El docente de matematica tiene
que preocuparse acerca de cémo aprenden sus alumnos, es decar,
gl conocimiento matemdtlco tiene gque estar estrechamente

complementado con las teorias del aprendizaje

Es nuestro gran desec gque este trabajo contribuya a
promover la reflexidén, tanto en estudiantes como docentes de
matematicas, sobre la necesidad de conocer la fundamentacion
histdrica de 10s conceptos matemdticos en general y en
particular de la 1integral definida, con el convencimiento de
tener como premio un mejor desempefio en nuestra dificil misién

de formar los futuros educadores matemdticos



CAPITULO I:

LA INTEGRAL ANTES DE CAUCHY



Antes y durante el siglo XVIII, la 1ntegral era
considerada en forma bastante diferente a la actualidad No

ex1stia ninguna definicidén especifica de ella

Recordemos que en la antiguedad, el método empleado por
excelencia para la resolucién de problemas, estaba fundamentado
en la geometria Ejemplo de ello 1lo constituye 1los

"yndivisibles de Cavalier1', método a traves del cual Cavalieri

2 Pl
logré un resultado equivalente a fa,xpdx'= a 1’ para p £ 9
0 p+

(p toma sélo valores enteros)

1.1. BONAVENTURA CAVALIERI

A diferencia de la escuela griega gue descartd la
posibilidad de calcular areas Y volumenes de faiguras
geométricas medlante la comparacién entre secciones de 1la
figura conocida y de la que se pretende calcular, Bonaventura
cavalieri (1598-1647), nacido en Milén, si calcula 4areas vy
volumenes bajo ese esquema, lo que evidentemente muestra una
actitud diferente respecto de los procesos infinitos:a la que

asumieran los graiegos

Esta nueva actitud, motivada en parte por la necesidad de



obtener resultados que pudieran ser utilizados en la i1ncipiente
industria, la navegacién y la guerra, se puede observar en los
clentificos de finales de siglo XVI y la primera mitad del
si1glo XVII Otro factor que posibilitd tal camblo de actitud

fue 16 gue ha dado por llamarse la ruptura galileana

Para realizar sus calcules, Cavalierl, se vale del

principio que hoy lleva su nombre y que establece

"3l las secclones de dos sélidos en cada
altura intermedia son 1guales en area,
entonces 1los cuerpos s6lidos tienen el

mismo volumen

Asi pues, el método como Cavalier: procede, consiste en
comparar los indivisibles de una figura con los
correspondientes indivisibles de otra, de las cuales una es
conocida (en el sentldo de saber cual es su area o volumen,

sequn sea el caso)

Lo que nosotros, con la herramienta actual del calculo,
hariamos integrando funclones, Cavalieri 1o hace sumando

indivisibles

Veamos como Cavallieri, en su geometria de los

indivisibles, encontré la forma equlvalente a la expresion



prl
fo" xbdx = pa* 1 para p = 2, Yy posteriormente encontré 1los
equivalentes para p = 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 Veremos -con

auxilio de nuestra notacién- cémo es gque obtiene el resultado

para p=1, 2 yv 3

Consideremos el paralelogramo AD que se exhibe en la

figura 1 sigulente

Figura |

Para el caso p = 1, Cavalieri lo que prueba es que el area
del paralelogramo AD es el doble gque la de cualquiera de los

tridngulos AACF o ADFC Para ello, traza en la figura 1 los

segmentos NE y BG , de tal forma que, NEfBGJAF , HE = BM, Y

NH = MG, como se muestra en la figura 2



para efectos de mayor operatividad, llamaremos x a la

longitud del segmento HE , y a la del segmento NR y flnalmente,

a la del segmento AF , llamémosle a Esto es NH =y, HE = X,

AF = a, asi que x + y = a

Figura 2

Como diiimos al inicio, Cavalier: dice sumando todas las
lineas paralelas (esto lo escribiremos como L), se tiene
£x + £y = fa, y puesto que HE = BM, por ser ABMC = AHEF, bajo
la misma correspondencla, entonces £x = <Ly, que al

sustrtuirla en la relacién anterior, tenemos 2ix = La, ¥y

finalmente se tiene Ex- -;-Ea En este caso, Ex es el



drea del traangulo AFCD vy Za es el area del paralelogramo AD

Para establecer un simil con nuestra

integral,

introducimos el factor Ax (léase, incremento en X) en la ultima

expresion, Yy tendremos:

Asi que

es lo equivalente a la notacién

[

De manera semej)ante, Cavaliera obtiene 1la

correspondiente para p = 2, esto es como

relacién



entonces
(x + y)! = al

y sumando todas las lineas, se tiene

T(x + y)2 = zal

o bien

zxz + 2Txy + Zyz = Eaz

Y puesto gue

sz Zy*,

entonces

szz + 2Ry = zaz

Por otra parte, para encontrar la expresién Ixy, Cavalieri

procede como sigue, considera

x=%a+z,y=%a-z,entonces



_ 1 1 - 1 .2 Iy - 1 2 1
ey = 2( — a + 2 = a - =3 = - = = -

Y ( 5 ) > z) { 7 @ zt) 42a Iz
Y puesto gqgue Iz = -% Zx (ver figura 2) entonces zzz = -% Ex2

luego entonces la igualdad

szz + 2IXY = zaz

se transforma en

25x! + 2( L zal - 1 zxl) = zal
4 4
de la cual se obtiene que
2x2 = 2 }:a2

3

De nuevo, s1 multiplicamos a "cada término" de la sumatoria por

Ax, tendremos

zx’ A = % zal Ax



esto es

gque es lo correspondiente en nuestra notacién a la integral

sigulente

f: xdx = a’

Para el caso en que p = 3, recurrimos a su Excercitaciones
geometrical sex (Bolonia, 1647), en la cual, en la Parte IV,

Proposicién 21, se establece
"“Todos los cubos del paralelogramo AD
(F1g 1) son el cuddruplo de todos los

cubos de cualquiera de los triadngulos AACF

6 AFDC"
Lo que este enuncirado establece es que,

tal - 43x) = 4Ty



as{ que probaremos la primera de las 1igualdades anteriores

Puesto gque

(x+y)? _ (x+y)?
(x + y)x? x?

entonces sumando para todas las lineas se tiene

T(x+y)* _ X(x+
T(x+ y)x? Yx2
Por ottra parte, come

}Tx2 = % za’yz(x+y)’=za

entonces

Lix + y)?
Tix + y)x?

y de ahi obtenemos

Z(x + y)3 = 3Z(x + y)x2
Luego, como
]

T{x + y)3 = }:(xl + 3xzy + 3Axy* + 73)

10



=gx?® + 3Zx2y + 3Exy® + Ey?

38(x + y)® = 3£x® + 3Eyx*

se tiene la igualdad

3Ex> + 3Cyx? = Ex? +3Ex?y +3Exy® + Ly?

y puesto gue

Lx® = ty?,

se tiene

3Ex® = 2EXx® + 3ExY*

de lo cual obtenemos

£x* = 3ExyZ* (= 3Ex*y)

Finalmente

£ta® = £(x + y)*

= £x® + 3Ex?*y + 3Exy? + cy?

11
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= 43x} = 4y
que es lo que se pretendia demostrar

81 multiplicamos por Ax "cada término" de la suma se

obtiene

x} Ax = % 233 Ax

) a; TAX
4

que es equivalente a la expresioén

« 3 at
dx =
Lx 4

De manera similar se puede obtener
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tx» = 1 saf, con p entera posituvo,

p*1

que seria el equivalente a la integral

fa Pdx - Y aMl parap ¢ -1
0 pt+l

Como sabemos, para calcular la integral anterior se regqulere

del calculo del siguiente Limite

situacién que Cavalieri sélo pudo calcular (obviamente sin el
lenguaje de limites) hasta el caso en que p - 9, por ende no

encontrd el resultado general mencironado anteriormente

El método de integracién llamado de Cavalieri muestra

ar!

praincipalmente que{f’x’ dx = para todas las potencias
1]

enteras positivas Sin embargo, después de la publicacién de
este resultado en 1635, no proporcioné ninguna demostracién

completa mds que para n = 4
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1 2. PIERRE FERMAT

En 1635, Pierre Fermat (1601-1665), demostrd rigurosamente
aste resultado general y, en la mlsma epoca, <cohsiguld
extenderlo a las potencias fraccicnarias positivas por medio de
pardbolas de la forma yta" b'x? Se 1nteresé por la cuadratura
de la hipérbola fraccionaria, aplicando una técnica equivalente
a la que sa utiliza para el calculo de la integral definida
division del Area bajo la curva en pequefios elementos,
estrmacion de la suma de los elementos del 4area medlante
rectangulos y de la ecuacién analitica de 1la curva,
procedimiento utiliizado por Fermat, para eXxpresar el
equivalente de lo que se obtiene sirviéndose del limite de la
suma Segun Boyer, Fermat llegé a reconocer todos los aspectos

de la 1ntegral, salvo el de la 1ntegral misma

La mayor parte de los métodos de 1ntegracidén gque se
utilizaban antes de la época de Newton y Leibniz hacian uso de
una subdivision equidistante de los intervalos y comparaban el
4rea o el volumen que se trataba de calcular con otro conocido,
como hemos visto con Cavalilerl Fermat., sin embargo, tenia un
método que le permitia hacer el cdlculo de un 4rea en términos
absolutos, utilizando una subdivisidén que implicaba que las
areas de los rectdngulos infinltesimales que habia que sumar

estaban en progresién geométrica de razén menor que la unidad
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A continuacién presentaremos el método que utilizd Fermat

para calcular foax"dx , evitando el cdlculo de

ke

lim &
N npd

El método de Fermat para extender el resultado siguiente

ar?

f:x’dx= p+1

para valores racionales de p(p # -1), consiste en considerar a

lacurvay = %P, (p = %’ , myn distintos de 0) en el intervalo

(0,a]

Divide el intervalo [0,a] en los puntos x = a, ¥ = ar,
Xy = arz, X = ar3, ete , tomando al numero r de tal forma que

0 ¢<r <1, por lo que se cumple la desigualdad

Xl >X2 >X3 >X4 >
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y de ahi que el 1intervalo [0,a)] quede dividido en 1los
subintervalos
I, = lar,al, I,y = [arz,ar], I; = [ar3,ar2], I, = {ar‘,ar3], etc ,

como se muestra en la sigulente figura

L I Iy

Puesto que y = xP, entonces las alturas sobre la curva de los
puntos X = a Xy = ar, X = arl, etc , son, respectivamente 14}

= a?, v, = (ar)?, y; = (ar))f, ete

Consideremos los rectdngulos que se muestran en lz
sigulente figura y sumemos sus areas
Y

2 - -

(¥
O p—
e S

ar’ ar o
X
De la figura se sigue que las areas de los rectidngulos son

8 = (a - ar)(ar)? = a*l (1 - r)e?



S2 = (ar - ar?)(ar®)® = a=** (1l - r)r2=
Sa = (ar?® - ar?)(ar?)® = a*** r2(1 - r)r3r
Asi gue la suma S es
§ = S, + 82 + S3 + S. ¢+
= aP*3(1l - x)z® + aP* (1l - r)r r?® ¢ aP**(1 - r)rr® +
= aP**(1 - r)re (1 + re** + (re**)* + (rP*3)3 +
= g®* (1 - r)r® 1
1 -
Pero como
1-ro
1 + ¢+ 12 + 2 ¢+ + @ =
i1-r
entonces
S = ar*? P

17
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Ahora bien es claro de la figura anterior que el maximo
error al considerar el area bajo la curva y = x! como el Area
S, es precisamente el area que gqueda comprendiada entre la curva
vy = xf, la recta y = (ar)? y las dos rectas x = a y

X = ar, como se muestra en la siguiente faigura

y = (arf
‘\h=a
Agl que cuando r » 1, el mdximo error tiende a cero
Luego el area bajo la curva, es

a ¥
fx’dx=lm3=lma"‘ r
o -1 -1 1+r+r3+ , +7rP

Por lo que concluimos que si1 p # -1, se tiene

arn

.L:x”dx p+1

Con este resultado se obtenia implicitamente el valor del

limite

lim19+2P+ + nP



pues la integral

P p
fnxpdxza"+1 Jam 7 * 27 ta
0 D foLats

y como Fermat obtuvo por otros medlos que

f’xptb(z aPh
0 ptl

Se concluye gque

1P + 2P + + n? 1

Es realmente muy diffcil hablar del "primer
gque se note de manera 1nequivoca manifestaciones
una nueva fundamentacién Esto es asi porque
van gestando en sus diferentes aspectos, en

muchos matemdticos y asi el proceso de "mutacién

18

" trabajo en el

conscientes de
los cambios se
el trabajo de

conceptual" va

penetrando gradualmente en el conocimiento colectivo Hay, sin

embargo, algunos cientificos en cuyo trabajo quedan plasmadas

las nuevas i1deas o conceptos, de forma mas clara

¥y contundente

E1l uso del concepto de integral en el siglo XVIII fue

bastante restringido Newton habia utilizado la derivada v la
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antiderivada, o integral indefinida, mientras Leibniz puso el
énfasis en los diferenciales y su suma Jean Bernoulltl,
presumiblemente siguiendoc a Leibniz traté la 1integral como
inversa de la diferencial, de modo que si dy = £'(x)dx,

entonces y - f(x)

Euler di1jo que el calculo se ocupaba de hallar la, prop:a
funci16n, s6lo utilizé la idea de suma para la evaluaci16n
aproximada de integrales En realidad, todeos los matematlicos
del siglo XVIII trataron la 1integral como 1nversa de 1la
derivada o de la diferencial dy La existencia de una i1ntegral
nunca fue puesta en cuestién, se determinaba, por supuesto,
explicitamente en la mayoria de las explicaciones que se
reallzaban en este siglo, con 1lo gue la cuestidén no se

planteaba

1.3. ISAAC NEWTON

Newton es el primero en concebir la 1dea de reemplazar
todas las operaciones, de caracter geométrico, del Analisis
infinitesimal contemporaneo, por unica operacidn analit:ica, la
diferenciaci6n, y por la resoluciédn del problema 1inversc,
operaci6n que, desde luego, el métode de 1las series de
potencias le permrtia realizar con toda facilidad Basando su

lenguaje, en la ficci1én de un parametro "temporal" universal,
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1lama "“fluyentes" a las cantidades variables en funcién de este
parametro, Y "fluxiones" a sus derivadas Newton no parece
haber dado una 1mportancia especial a las notaciones e incluso
mis tarde sus seguidores se vanaglorian de la carencia de una
notacién sistem&tica, sain embargo, ¢él mismo toma desde el

principio, para su uso personal, la costumbre de designar la

2 .
filuxién por un punto, es decir, ,Qf por X, d*x por f, etc
) dt dit

En 1o que se refiere a la integracién, parece como sl Newton,
al 1gual gque Barrow, no la hubilese considerado nunca mas dgue
como un problema (hallar la fluyente conociendo la fluxién, es
decir, resolver % = f(t), Yy no como una operacion, tampoce
emplea ningun nombre para la integral ni, a lo que parece,

ninguna notacién habitual, excepto algunas veces un
cuadrado o O f(t) para

ff(t) dt

1.4. GOTTFRIED LEIBNIZ

Contrario a Newton, Leibniz se 1interesa en construir ur
algoritmo basado en el manejo formal de Clertas reglas simples

En octubre de 1675, Leibniz dec1dié escribir el simbolo [ par:
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representar la sumatoria, es una S alargada para 1indicar

"suma"

Mientras no salgamos del siglo XVII, hay que dejar bien
sefialado que s&lo se abre paso al andlrsis moderno cuando
Newton v Leibniz, volviendo la espalda al pasado, aceptan
buscar provisionalmente la justificacién de los nuevos métodos,
no demostraciones rigurosas, sino en la fecundidad vy 1la
coherencia de los resultados Como habia indicado muchas veces
Leibniz con toda claridad, se trataba de hacer con el nuevo
andlisis los mismo que habfa hecho Vi&te, con la teoria de las

ecuaciones, Y Descartes con la geometria

1.5. LEONHARD EULER

Los predecesores de Leonhard Euler (1707-1783), en 1
mayoria de los casos, elaboran el célculo diferencial e
integral en relacién estrecha con la geometr{ia, el método
antiguo En camblo, él transforma el cdlculo en una teorfa

formal de funciones gque no reqgulere concepciones geométricas

En la obra de Euler, el concepto de funcién desempefia un
papel preponderante y explicito A partir de esta obra, el
reconocimiento de las funciones en lugar de las curvas como

objeto de estudio, permitid la gradual aritmetizacién del
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andlisis y su consecuente separacién de la geometria

En la obra en tres volumenes "Textos sobre el Cdlculo
Integral™ (1768-1770), Euler nos presenta una discusion casl
completa de 1la 1ntegracidén de funciones en términos de las
funciones aligebraicas v las trascendentes elementales, discute
tambi1én varias 1ntegrales definidas no elementales (1incluidas
las que ahora llamamos funciones beta y gama), y da una gran
cantidad de métodos para resolver las ecuaciones diferenciales,

tanto ordinarias como en derivadas parclales

El problema principal que quedé sin resolver a lo largo de
todo el siglo XVIII fue el de la fundamentacién del célculo
Se dieron muchos pronunciamlentos de i1nconformidad con relacién
a la falta de rigor 1légico en la teoria del céalculo
infinetesimal, por ejJemplo, las conocidas criticas a 1los

fundamentos del cdlculo hechos por George Berkeley

Fueron criticas, como éstas y no dificultades encontradas
en el desarrollo o en la aplicacién de las nuevas técnicas, las

que motivaron la fundamentacién del andlisis

El programa de reconstruccién del andlisis matemdtico se
d1o0 durante las praimeras décadas del siglo XIX, con Augustin

Louis Cauchy (1789-1857)
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En lo gue a la integracién se refiere, la obra de Cauchy
representa una vuelta a las sanas tradiciones de la antligtedad
y la primera parte del siglo XVII, pero basada en medios
técnicos todavia insuflicientes La inteqral definida, gue se
habia mantenido largo tirempo en segqundo plano, vuelve a ser de

nueve la nocién primordial, para la gue Cauchy hace adoptar 1la

b
notacién f f(x)dx propuesta por Fourier, en lugar de 1
a

incémoda ff(x)dx[i :zl

empleada por Euler, y para definirla vuelve al método

"exhaustivo", o como diriamos hoy a las "sumas de Riemman"

Durante todo el siglo XVIII, la integracién fue tratada
como una operacidén lnversa de la diferenclacién La definlcidn
de Cauchy de la derivada de una funcién esta formulada de tal
manera gque la continuidad de 1la funcién resulta ser una
condiciédn necesaria para la diferenciaci16n de la funcion Es
probable que Cauchy, al desarrollar una exposicién rigurosa del
calculo 1ntegral sobre la base de una concepcién de 1a integral
como limite de una cierta suma, tuviera buenas razones para

adoptar esta concepcién gue va en contra de los trabajos de sus
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predecesores del siglo XVIII

Cauchy consideraba, por otra parte que esta manera de
proceder tenia la ventaja de proporcionar slempre valores
reales para la integrales correspondientes a funciones reales
y gue era muy apropiada para todos los casos, incluso para
aquellos en los que no se pueda pasar generalmente de 1la

funcién bajo el signo [ a la funcién primitiva



CAPITULO II:

LA INTEGRAL DE CAUCHY
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Agustin Louis Cauchy es el principal responsable de haber
introducido la concepcidn moderna de continuidad, como también
proveer una definicié4n de la 1integral definida comoc limite de

una Ssuma

En su Cours d'analyse [1821], Cauchy didé a conocer la

nueva concepcidén de continuidad

Una funcion f(x), unicamente definida Yy
limitada por x entre a y b (a < b), es
continua entre estos limites, si para tal
% "el valor numérico de la diferencia

f(x + a) f(x) decrece 1indefinidamente

con ese valor de a"

Es interesante y probablemente convenlente observar que
aungue la continuidad es una propiedad de una funcién en un
punto, Cauchy hace fundamental la nocién de continuidad sobre
un aintervalo Por otro lado, la discontinuidad es presentada

como una propiedad que se verifiica en un punto en particular

f(x) es discontinua en X;, S1 f no es

continua en X
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Esta diferencia en el enfoque refleja la concepci16n de Cauchy

de una funcién discontinua

Durante la praimera mitad del si1glo XIX un numero de
trabajos i1ncluvendo uno de Cauchy fueron dedicados al estudio

de funciones discontinuas

Al iqual gque Leibniz, Cauchy, definié la inteqgqral definida
como el limite de una suma Pero Cauchy necesi1td precisar su
definicidn No fue suficiente decir gue la i1nteqral definida
es el limite de una suma #l primero tenia que especificar las

.sumas vy lueqo probar que el limite existia

2.1. DEFINICION DE INTEGRAL DEFINIDA

A continuacidn presentaremos el procedimiento sequido por

Cauchy para dar su definicién de intearal definida

Cauchy tomé una funcién f(x) continua en un 1ntervalo
cerrado (xo X] Dividié el intervalo [xo X} en n partes, no
necesariamente liquales

X1 - Xop, X2z - Xi, X3 = Xz, ; Xn — Xn-z
Multiplicé cada uno de estos "elementos" por el valor de f er

el punto extremo de la 1i1zgquierda, formando la suma

(1) 8 = (X1 - Xo)f(xo) # (X2 - X1)E{xX3) + (X3 - x=2)f(x=2) +

+ (X = Xn-2)E(Xn-2)
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Cauchy noté que el valor de la suma S depende tanto de n
como del modo de division «del intervalo [xy,X] La cuestién
srucial es s1 el modo particular de divisién no importa si el
tamafio de los sub-1ntervalos se hace muy pequefio y n muy
grande Asumilendo la continuidad uniforme de £f(x) -aunque
Cauchy no distinguié entre continuidad y continuidad uniforme-
Cauchy fue capaz de probar que el modo de divisién no importa,
as{ que $ tiene un limite unico, el cual é1 definié entonces

como la INTEGRAL DEFINIDA

Con el fin de probar gque el valor de la 1integral es
independiente del modo de dividir el intervalo [xo,x}, Cauchy
empezd escogiendo el caso mas simple cuando hay solamente el
intervalo [xU,X] mismo Construyendo una particién de este
intervalo, Cauchy demostré que para algun @ entre

0Oy1l, 0o<®8 <1

(2) S = (X - xp) flxy + (X X))

Regresando nuevamente a (1), Cauchy aplicé la misma
técnirca que produjo (2) para cada uno de los subintervalos
X = xq, X3 - Xy, X3 - Xy, » X = X,
obtenidos subdividiendo el 1intervalo original El obtuvo
sntonces que
(3) S=(% %) flg +8{X -x)]+ (% -x) X +§(x -x)1+ +
(X = %) £00 ) + 8 (X x4)]



30

El ahora definid f[X, + & (X, - x)] = £(X; t &), para

k =0, 1, , n-1 Teniendo entonces

{(4) S - (x1 - xﬁ)[f(xo) + Eu] + (x2 xI) [f{xl) + ell + +

(X =z ) [E{xy ) + &y

Cauchy entonces probo que s1 los subintervalos de longitud
Xy — Xy son tomados suficientemente pequefios, entonces el g se
aproxima a cero, asi que tomando una sub-particién de la
partrci1én original no cambiard apreciablemente el valor dado de

S por (1)

Cauchy entonces observé que cualquiera de dos modos dados
de d1v1s16n cuyas partes son muy pequefias, un tercer modo puede
ser siempre construido que subdivida cada unoc de los dos dados
El valor de 8 para esta nueva subdivisién es arbitrariamente
cercana al valor de S para cualquiera de las dos primeras
subdivisiones, Yy asi, Cauchy concluyé, como los valores
numéricos de los elementos X Xy y Se hacen mds pequefics ¥y n
se hace mas grande los diferentes valores de S para los dos
modos dados de divisién difieren sélo imperceptiblemente uno
del otro Entonces, "s1 permitimos a los valores numéricos de
estos elementos decrecer mlentras sus numercs S incrementan,
el valor de S se torna ultimamente, para los propésitos
prdcticos [sensiblemente] constante 0, en otras palabras,

alcanza un cierto limite "
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Aqui Cauchy asumidé 1mplicitamente la misma propledad de
los numeros reales que 61 asumidé en establecer el criterio
Cauchy para series S1 los varios valores de alguna expresidn
(como S, en este ejemplo, o la suma parcial n de una serie) se
hace mds cercano unco de otro, entonces la expresién tiliene un
cierto limite En este caso, Cauchy observd que, el limite del
valor S depende unicamente de f(x) y el final de los puntos x;
y X del intervalo, y "este limite es lo que él1 llam6 1ntegral

definida"

Recordemos que antes vy durante el siglo XVIII 1los
matemdticos trataron la 1ntegrai como la i1nversa de la derivada
y su exlstencia nunca fue objeto de discusién Tendriamos que
preguntarnos entonces, qué motivé a Cauchy abandonar 1la
definicién de la integral definida como la 1inversa de la
derivada y crear su definicidén como el limite de sumas” Hoy
dia sabemos que la definicién dada por Cauchy es completamente
necesarla en un calculec riguroso, pues no hay garantfa que toda

funcién tiene una antiderivada

Henr1 Lebesgue ha sugerido gque las consideraciones

eda & 1cas impulsaron a Cauchy Lebesgue basé esta
consideracién en la relacién cercana entre la definicién de
Cauchy y el recurso pedag6gico comun de aproximar un Aarea
curvilinea con rectdngulos El trabajo de Cauchy sobre la

integral definida fue presentado por 61 en un curso de
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conferenclas, vy el conferenciar ha obligado a muchos
matematicos a examinar las bases cuildadosamente El mismo
Zauchy comenté que '"uno es naturalmente llevado por la teoria

de las cuadraturas'" a considerar la integral como una suma

A P Tushkevich ha dicho que la definicidén de 1integral
definida de Cauchy fue escogida por 61 para reunir "las
necesidades de investi acién" Los matemdticos conocfian muchos
casos en los gqgue la integral, definida como el &rea bajo la
curva, tiene sentido, aun cuando el 4rea en cuest1én (y por lo
tanto el valor de la 1integral) no &es simplemente la
antiderivada evaluada al final de los puntos del interwvalo de

integracién

Joseph Fourier habia exhibido un numero de funciones
seccionalmente continuas, cuyas grdficas incuestionablemente
encierran A4reas Su trabajo hizo claro que 1la 1integral
definida de una funcién representable por series
trigonométricas puede existir, aun cuando la funcién que
representa la 1integral no es en todas partes diferenciable
Legendre hablfa tratado con ejemplos en los que la 1ntegral
definida son tomados como 1ntervalos que contienen puntos en
los que las funciones son discontinuas o se convierten
infainitas Cauchy mismo se habifa interesado en estos problemas
en su memoria de 1814 sobre la integracién Claramente, alguna

modificac16n de la definicién aceptada de la integral definida
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era necesarila

No obstante, esta circunstancia en si{ misma no explica por
qué Cauchy buscéd esta definicién Después de todo, la integral
de una funcién seccionalmente continua puede ser definida
simplemente como la suma de las integrales sobre las piezas
separadas, entonces la integral sobre cada pieza continua puede
soer definida como la diferencia entre las antiderivadas
evaluadas al final de 1los puntos de 1los 1intervalos de

continuidad y Cauchy tenfa este manejo

Cauchy, tanto en sw ensayo de 1814 como posteriormente,
evalué integrales complejas en términos de integrales reales y
logicamente que para ello necesitd una teoria satisfactoria de
lo ultimo para tratar rigurosamente lo anterior Ya en 1820 en

un ensayo presentado por Poisson, se observaba que el valor 4de

1
una 1integral como f if , puede ser diferente por diferentes
-1

sendas de integracién, si1 una senda incluye el infinito como un
valor da la funcién Poisson suglrié entonces .evaluar tales

integralas como sumas

La yuxtaposicién de Polsson de un tratamiento de la

integral com® una suma con una discusién de la relacidén entre
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los valores de 1ntegrales complejas y sus sendas de integracidén

pudieran bien haber influenciado el pensamiento de Cauchy

Pareciera que la fecundidad matemdticas fue el factor
dec1isivo en el deseo de Cauchy para una nueva definicién
Pienso que la razén principal que él escogié para definir la
integral como limites de sumas fue su necesidad de asegurarse

que el objeto que é1 estaba definiendo existia

Recordemos que para Cauchy no fue suficiente establecer su
definicién de 1ntegral definida, sino que ademds probo 1la

existencia de la integral gque él1 habia definido

2.2. PRUEBA DE LA EXISTENCIA DE LA INTEGRAL
DEFINIDA

A continuacidén presentaremos la prueba de la existencia de

la i1ntegral definida, dada por Cauchy

Supongamos que la funcidén g = f(x) es continua con
respecto a la variable x, entre los dos limites x = Xy, X = X
Designemos por Xy, Xy, . X,q, RDuevos valores de X,
localizados entre esos limites y supongamos dque ellos son
slempre creclentes © slempre decrecientes entre el primer
limite y el segundo Podemos usar estos valores para divaidar

la diferencia X - x; en elementos

(1) Xl "'Xui, Xz —Xl, X3—X2, » X-—xn_l,
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los cuales tienen el mismo signo. Una vez que se haya hecho
esto. multiplicamos cada elemento por el valor de £(X)
correspondiente al extremo izquierdo (origen) de ese elemento:
esto es, el elemento X, - ¥ serd multiplicado por f({xp); ol
elemento Xz - Xy por f(xi); ... v finalmente el elemento

X - Xy, por f(xml); Y sea

(2) 5= (x - X) F£(xy) * (X, - X)E(x) + .o (X - %, )F(x,)

la suma de los productos obtenidos. La cantidad S dependerd

claramente de:

19. ELl numerc n de elementos en el cual hemos dividido

la diferencia X - Xg;

20. El1 valor de estos elementos y por lo tanto del modo

de divisién adoptado.

Es importante observar que si el valor numérico de estos
olementos se vuelve muy pequefioc y el nimerc n muy grandse; el
modo de divisidén sélo tendrd un efecto insignificante en el

valor de S. Esto en efecto puede ser probado como sigue:

BIBLIOTECA
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Si supusiéramos que todos los elementos de la diferencia
se redujeran a solo la cual seria Justamente esa

diferencia, esto 1mplicaria que

(3) S

{X - xo)f(Xo)

Cuando en 1luqar de estoc tomamos la expresién (1) para 1los
elementos de la diferencia X - Xo el valor de S, determinado
en &sta por la ecuacién (2), sera 1qual a la suma de los
elementos multiplicados por una media de los coeficlentes
[cauchy defini6é una media de un conjunto de elementos

{as, az, , @an}, la cual é1 desiané por M(ai, , @n) COmoO
una cantidad 1incluida entre el minimoc vy el maximo de los
elementos de ese conjuntol

MAs aun, como estos coeficientes f{los f(x»)] son valores
particulares de la expresioéon fixo + 8(X - xo)) para valores de
8, 0 < & < 1, podemos probar que la media en cuestidén es otro
valor de la misma expresiéon, correspondiendo a un valor 8 entre
los mismos limites Por lo tanto, podemos sustituir lo

sigquiente por la ecuaclién (2)

(4) S - (X - xo) flxo + &(X -xa)l,

donde @, serad un nimero menor que uno (pero no negativo) Para

ir del modo de divisién que acabamos de considerar a otro en el

cual el valor numérico de los elementos de X - Xe SON aun mas
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pequefios, es suficiente dividir cada una de las expresiones (1)
{esto es %X - Xwx 1] en nuevos elementos Entonces debemos
reemplazar en el lado derecho de la ecuacién (2) el producto
{x1 - %Xo)f{xo) por una suma de productos similares para tal
suma debemos sustitulir una expresidn de la forma (xa Xo) flxo
+ Bo(x1 - Xo)l, donde 8o es un numero no negativo menor gue
uno Note gue vamos a tener una relacién entre esta suma v el
producto (Xa Xo)f(xe), la cual es similar a la relacidédn que
px1ste entre los valores S dados por las ecuaciones (4) vy (3)

Similarmente, debemos sustituir el producto (x=2 - xi1)f(xi) por
una suma de términos que pueden ser escritas en la forma (x- -
x1) f(x: + @1(x=- - x2)1 donde 8. designa un numero no neaativo

menor gue uno

Continuando de esta manera, finalmente concluimos que en

el nuevo modo de divisién el valor de S serd de la forma

{(5) S = (X1 - Xo) fixo + Boi{x1 - Xo)l +

(X2 x1) flxX1 + @:1(x2 - %x1)] + +

(X - Xn-12) £(Xn-1 + On-1({X - Xa 1)1

S8i en la ecuacidén (5) hacemos

fixo + Bo(Xx - Xo0)] = f£(Xo) % €Eo,
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£ixa + 01(X2 - xa)] = £{(x1) £ €.,

fFi{xXn-1 + On-ln(x - Xmn=2)1 = £(Xa-2) % €n-1,

entonces obtenemos

(6) 8§ = (X1 - Xo) [f{Xo) t €c] + (Xz - Xa)
{E£(x1) ¢ €11 + + (X - Xnea) [f(Xn—L) b4
€n—1]

Resolviendo el producto, obtenemos

(7) S = (Xa -~ Xe) f£(%xo) + (Xz - Xa) £(xa) +
+ (X - Xm-1) f(xn-1) £ €0 (X2 - Xo) %

€1 (X2 - Xa1) ¢ 2 En-a2 (X - Xm-a)

Podemos agregar que sl los elementos
Xz - Xo, X2 - Xa, s X = Xa-a,
tienen valores muy peguefios, cada una de las cantidades
+ €0, * €1, t €2, ; €m-1, S€Xan muy cercanas a cero y, por
lo tanto, lo mismo serd verdad para la suma
t €0 (X2 - Xo) t (Xa ~ X2} % t €n-a (X - Xn-1),
lo cual es equivalente al producto de X - xo pOr una media

entre estas cantidades Garantizando esto cuando comparamos
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las ecuaclones (2) v (1) vemos  que no camblamos
perceptiblemente el valor de S cuando lo calculamos por un modo
de division en el cual los elementos de la diferencia X Xo
tienen un valor numérico muy pequefio si vamos a un sequndo
modo de divisién en el cual esos elementos son derivados de

otros

Ahora, supongamos que consideramos dos modos distintos de
divisi6n de la diiferencia X Xo, en logs cuales los elementos
de 1la diferencia tienen un valor numérico muy pegquefio
Nosotros podemos comparar estos dos modos de divisidén con un
tercer modo tal que cada elemento, va sea del primero o del
sequndo modo, es formado uniendo varios elementos del tercer
modo Para satisfacer esta condici6on, es suficiente que para
cada uno de los valores de x puesto entre el limite xo v X en
los primeros dos modos, sean usados en el tercero Vv podemos
probar que el valor de 8 cambia muy poco vendo del primero O
sequndo modo al tercero Por lo tantoc, cuando los elementos de
la di1ferencia X - xo se vuelven i1nfinftamente pequefios el modo
de divisién tiene solamente un imperceptible efecto en el valor
de S v si dejamos gue el valor numérico de esos elementos
decrezca mientras gue su numerc crece, el valor de S finalmente
viene a ser, para todo propésito practico, constante, o en
otras palabras, éste finalmente alcanza un cierto limite gue
depende unicamente de la funcién f(x) v de los valores extremos
Xo, X, de la variable x Este limite es lo gue he llamadc

INTEGRAL DEFINIDA
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2.3. TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO

Una vez que Cauchy definié la integral y establecidé su
exlstencia, fue capaz :de probar teoremas acerca de ésta En
sarticular, él fue capaz de obtener lo que hoy en dia es

I'lamado el Teorema Fundamental del Cdlculo

S1 f(x) es finita y continua a través del intervalo [xﬂ,X]

y F(x) = fx f(x)dx, entonces F'(x) = f(x)
xg

Aun desde Newton y Leibn1z, el Teorema Fundamental del
C4lculo ha sido el resultado clave del calculo Para Cauchy y
sus sucesores éste relaciona sus nuevas definiciones rigurosas
de derivada e 1ntegral por medio de un teorema conectando el
cadlculo diferencial con el cdlculo 1integral Aungue el mismo
Cauchy no lo llamé Teorema Fundamental del Cdlculo, el lugar
que éste ocupa en el cdlculo justifica ampliamente esta

designacioén

Cauchy probé el Teorema Fundamental del CAlculo combinando
dos cosas (a) el teorema del valor medio para Integrales, yva
conocido por Lagrange, Y (b) la aditividad de la 1integral,

definida sobre intervalos, un hecho ampliamente conocido v,
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para Cauchy, una consecuencia sencilla de la definicién de suma

de la integral El paso c¢lave es

F(x + a) - F(x) - f"’“ f(x)dx - f‘ £(x)dx
X, X

= fx“ f(x)dx = af(x + @a)

X

donde 0 €< 8 £ 1 El teorema ahora se deduce de la definicién

de derivada de Cauchy
Los recursos de la demostracién de Cauchy son dobles

a La demostracién de Lagrange de lo que significa el
Teorema Fundamental del Cdlculo, en la cual hay una
consideracién cuidadosa de expresiones Como

F(x + a) - F(x)

b Proposiciones del teorema del valor medio para

integrales de Lagrange y Lacroix

Uno tal vez se preguntaria como podria Lagrange probar el
Teorema Pundamental del Cdlculo £1 no tenia una definiciébn de

integral definida, para 61 1la 1integral 1indefinida era
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Justamente la antiderivada Aun asi, é1 probé una versién del
teorema Lagrange prob6 que £{x} = F'(x) para una funclén F(x)
definida como el area bajo 1a curva v = £(x) hasta alqun x En
efecto la demostracién de Lagrange del Teorema Fundamental del
Calculo es técnicamente muy similar a la de Cauchy, aungue las

bases lé6gicas de las definiciones son completamente diferentes

El area bajo la curva v = f(x), desde x hasta x + 1 es
dada, dijo Lagqrange, por F(x + i) -~ F(x) donde F representa la
funci16n de area Supongamos que 1a funcidn £ es creciente en
el i1ntervalo [(x,x + 1], en este caso la s:ituacidn geométrica
facilita ver que el Area bajo la porcién de 1la curva entre x v

x + 1, se encuentra entre if(x) v if{x + 1) Esto es,
if(x) € F(x + 1) - F(x) < 1f(x + i)

por supuesto el resultado es obvio Pero Lagrange continudé 1la

serie de Tavlor con residuo 1mplica gue

E(x + 1) = £(x) + if'(x + &)

2
Fix + 1) = F(x) + iF'(x)+ (17) F'(x + @)

Observe que los dos @ son diferentes en £ y F, por lo tanto

obtenemos
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2
1f(x) < {F'(x) + (%?) F"(x + @) < 1f(x) + i*f'(x + &)

Por consiquliente

2
(*) 0 < L(F'{(x) - £(x)] + (J%—) [F'(x + 81 <12 f'(x + 8)

para todo i, tan peqgquefio como se quiera Por lo tanto di)jo
Lagrange, F'{(x) - f(x) debe ser cero Si no, €1 sefiald aque
x% Iil < F/(x) - f(x)

I[£'(x + 8) - %F”(x +8)1|

hace (*) falso Por consliguiente se deduce que

F'({x) —- £4dx)

Las series de Taylor en la demostracién de Lagrange tienen
el mismo rol 1logico que el teorema del valor medio para
derivadas en la demostracién de Cauchy Laqrange realuzd su
demostracion del teorema con un tratamiento sofisticado de las

desi1qualdades relevantes Esta semejanza estin suficientemente
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cerca a sugerir influencias en Cauchy, posiblemente directa,
poslblemente a través del trabajo de Poisson Perc 1la
demostracidn de Cauchy tiene 1limitaciones deraivadas de su
contexto, v no de su 1l6égica interna Lagrange asumié, al igual
que Polsson, que la funcién F tiene segunda derivada esto es,
él explicitamente usé la hipdtesis que f tiene, ‘tanto derivada
como antiderivada M&s aun, é1 no definié n1 4rea ni i1ntegral,
vy su demostracidén requliere que la funcién sea mondtona Por
tanto, é1 no tenia la esencia de la demostraciédn de Cauchy del

Teorema Fundamental del Cdlculo

Para adaptar la demostracién de Lagrange para sus Droplos
propdsitos, Cauchy tuvo que definir y probar la exilstencia de
F £l 1o hizo Mas aun, tuvo que encontrar y probar un

resultado eguivalente al resultado siguiente

1f{x) € F(x + 1) - P(xX) < 1f(x + 1)

pero no limitado a las funciones mondétonas El hizo esto
usando el teorema del valor medio para 1ntegrales definidas

El teorema del valor medilio para integrales fue derivado, tanto
por Lagrange como por Lacroilx Cada uno lo derivé a partir del
lema de Lagrange, que dice que una funcién con derivada
positiva en un intervalo, es creciente en ese intervalo Pero
cada uno de ellos definié la 1ntegral como la inversa de la

derivada y, por lo tanto, consideran este teorema como uha
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variante del teorema del valor medio para derivadas Debido a
que Cauchy visualizé la i1ntegral como una suma y no como una
antiderivada é]1 necesité una nueva demostracién del teorema del

valor medlo para inteqrales

El teorema del valor medio para intearales fue establecido

por Cauchy, como siqgque

f"f(x) dx - (x - Xo) flxo + O(x - x0)}, 0 < @ <1
X

£l derivé este teorema a partir de uno de los pasos en su
demostraci6n que el modo de divisién no afecta el valor de la
inteqral definida Una vez mas Cauchy ha tomado un resultado
va conocido, le ha dado una base léqica diferente vy lo ha usado
para un prop6ésito totalmente diferente Basado en una
demostraclén aceptable del teorema del valor medio la
demostracion de Cauchy del Teorema Fundamental del Calculo

puede usarse hoy en dia

231 DEMOSTRACION DEL TREOREMA FUNDAMENTAL DEL

CALCULO, DADA POR A CAUCHY

31 en la integral definida f' f(x) dx dejamos cque uno de
X,
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los limites de inteqgracién por ejemplo X, varie, la integral
misma variarad con esa cantidad Y si el limite X ahora
variable, es reemplazado por x, obtenemos como resultado una
funcién de x, la cual es llamada una inteqral tomada desde el

origen X = Xeo Sea

(1) F(x) f’ £(x) dx

Xy

la nueva funcién A partur de

f"f(x) dx = (X - Xo) flxe + @(x - Xo)]
Xy

derivamos dque

(2) F(x}) = (X - Xo) flxo + 8{X -~ Xo)1, F(xe) =0

donde: ¢ < § £ 1

También a partir de

f" £(x) ax = f‘ £(x) dx + I’ £(x) dx, donde Xo S € € X,
xy x, €

se obtiene
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f’"‘ £(x) dx - ]’ f(x) dx - f"‘ f(x) dx = af(x + 8a),
xy X x

0 sea,
F(z + a) F(x) - af(x + ©a)

De las ecuaciones (2) y (3) se deduce que la funcién f(x) es
finita y continua en la vecindad de algun valor particular de
la variable x La nueva funcién F(x) serd no solamente finita,
sino también continua en la vecindad de ese punto, puesto que
a un 1ncremento infinitamente pequefio de x le corresponde un
incremento 1nfinitamente pequefio de F(X) Por lo tanto, si la
funcién f(x) permanece finita y continua desde x = x; hasta x
- X, lo mismo le ocurre a la funcién F(x) Mas aun, si los dos
miembros de la férmula {(3) son divididos por a, concluimos,

pasandc por el limite, que
F'(x) = ()

Por lo tanto, la integral (1), considerada como una funcién de
X, tiene como su derivada la funcién f{(x) bajo el signo de

integracién |
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2.4. CONTRIBUCION DE DIRICHLET

Para Cauchy la condicién de continuidad estaba implicita
en la definicién de lo que para él era una funcién Pero como
sabemos, matematicos como Fourier, Lagrange y el mismo Cauchy,
se habian interesado en estudiar la integral de una funcién
discontinua en un conjunto finito de puntos o funciones

secclonalmente continuas

Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859), fue el primer
matemdtico en llamar la atenciédn de la existencla de funciones
que son discontinuas sobre un conjunto infinito de puntos en un
intervalo finito y se planteé el problema de eXxtender el
concepto de la 1integral a funciones de esta naturaleza Con
este planteamiento, Dirichlet deja sin responder la sigulente

pregunta .Bn qué caso es una funcidén integrable?

A raiz de la .pregunta formulada por Dirichlet, Bernhard
Riemann (1826-1866), inlcla su propla 1lnvestigacioén que, COmo
sabemos lo llevé a resolver en parte el problema planteado
Fue Lebesgue quien finalmente pudo dar respuesta a la pregunta

dejada por Dirichlet
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2.5, INTEGRAL DE RIEMANN

En sus investlgaciones acerca de la pregunta dejada sin
responder por Dirichlet, Riemann buscé disminulr completamente
el requerimiento de Cauchy de continuidad para el integrando

Para hacer esto, ¢l definié la integral definlda como sigue

vamos a tomar entre a y b una secuencia de valores
X1, X2, Xn-1, ordenados en extensién de a a b, vy
designemos xi - a = 8i, X2 Xa = 8=z, , b - Xn a 8a,
ademas, dejemos a €, ser numeros positivos mas pequefios que la
unidad Es claro que el valor de la suma S - 81 f(a + €163) +
82 f£(xi + €26z2) + + 8n f{Xmn-1 *+ €nbn), dependersd de la
escogencia del intervalo & y las fraccliones de € Si por
cualquirer cosa & y € pueden ser escogldos, tienen la propledad
de aproximarse indefinidamente a un limite f13J0 A cuando § = 0,

este:r limite es llamado el valor de la integral definida

f:’ £(x) dx

Comparando la definicién de Riemann con la dada por
Cauchy, uno observa que no s6lo Riemann no hace referencia a la
continuidad del integrando, sino gue al formar la suma S él
multiplicé cada sub-intervalo §. por el valor de la funcién, no

al comlienzo del i1ntervalo, sino en un punto arbitrario dentro
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del 1ntervalo Riemann entonces, extendié su definicidn de la
integral definida a aquellos casos en los que el integrando se
hacia 1infinito en un punto X = ¢ en el intervalo [a,b] En

concordancia con ia definicidén del valor general de Cauchy para

tales casos, Riemann escribid "S1 la expresidén

f:_" f(x)dx + f:ax f(x) dx

se aproxima a un limite fijo cuando a; y a; se hacen

infinitamente pequefos, entonces este es el lfmite el cual uno

designa por fb f(x) dx"
a

La definic1é6n de Riemann marcé el comlenzo de la teoria de
las funciones discontinuas con la que é1 fue capaz de construlr
una funcién integrable, la cual se hace discontinua un numero
infinito de veces en cualquler intervalo de cualquler modo

pequeiio

Antes de poder estudiar las extensiones de la 1ntegral de
Riemann, es necesarlo revisar algunos conceptos preliminares

concernientes a la integral de Riemann



31

DEFINICION NO 1

Una particién P de [a,b) es un sub-coniunto f£inito

P = {%o X2, Xn} de [a bl, tal que

a = Xo < X3 € %2 < { ¥n = b

En otras palabras una participacidén de [(a bl es un
conjunto finito vy ordenado P de puntos de [(a,b:!] tal que a b &

P La familla de todas las partirciones de [a b) la denotaremos

Pla,bl

DEFINICION No 2

La suma inferior de f correspondiente a la participacion

P es denotade por L{(P,f) vy definida por

L(P,.£t)

E:-l m: AX: = E:-l Mma{Xs — Xe-2)

donde

inE {£(x) X € Is = [Re-r,X2}}

B8
»
1]

De igual manera, la suma superior de £ correspondiente a

la particién P es denotada por U(P,f) v definida pox
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U(PLE) = 37 My Axy = Y0 Malxi - xai-a)

donde
M: = Sup {f(x) X € Iy = (Xe-2 %41}
DEFINICION NOC 3

Sea £ (a bl] - R uvuna £funcién acotada La 1i1nteqral

rnferior de £ en I es denotada por

v definida por

,f" £ dx = Sup {L(P,f) P € Pla m}
a

De igual manera, la inteqral superior de £ es denotada vor

If f dx
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v definida por

fB f dx = Inf lU(P.f) P € Pba.bl}
a

DEFINICION NO 4
Sea f [a,b] - R una funcién acotada

f es Rliemann integrable en la,bl s1i

ﬁ: £ dx = ff £ ax

En este caso la i1nteqgral de Riemann de £ en (a b} se

define como el valor comun

f” £ dx = f’ £ ax
8 [

v por lo gqeneral este numero es denotado por
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[:fo I:’faxo f:f(x) ax

2.6 TEOREMA NQ - {CRITERIO DE

INTEGRABILIDAD DE RIEMANN)
Sea f (a bl - R una funcién acotada en [a b] Entonces
f es inteqrable en [a,b) si y s6lo si para cada € > 0, existe
una particién P de [(a bl tal que
0 € B(P,f) - L{P,.£f) < €

Demostracioén

Supongamos gue para cada € > 0, existe una particién P de

{a bl, tal que
0 < u(P,f) - L(P,£) < €

Para cada particién‘'de P de [a b! tenemos que

L{P,£) < I” £ dx <€ ff £ dx € U(P,£)
2

Por lo tanto,
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b
Osfsfdx—f £ dx € U(P,£) - L(P £)
a2 8
Sea € > 0 Lueqo, existe una particién P de [a,bl tal ocue

osf’fdx-f”fdxsuwf)—L(pf)<e
a a

Asl pues

E b
osff:dx—ffdx<e
a &

para todo € > 0 por consiquiente

L: £ dx = ff £ dx

v £ es integrable

Inversamente, supongamos que f es inteagrable en f{a,b)

luego

fffdx=f:fdx=f:£dx
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Sea € > 0 Por las definiciones de supremo e infimo,

tenemos que exlsten particiones P1' Py de [a,b], tales que

L(Py,£) > f" fax - =
a2

U(Py £) < [P £ ax + £

Sea P = Py U Py Como P es un refinamiento de Py Pp

puesto que Py c P y Py c P, tenemos que

L(P,f) 2 L(P,£) > [7 £ dx - £
a

U(P,f) < U(Py£) < [T £ ax + £
a

Por lo tanto

b
0 < U(P,f) L(P,f) <f5fdx—f‘ fAx + € = €
a
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o sea,

0 < uU{p,f) L(P,f) < €
El conjunto de las funciones integrables segun Riemann en

el fa,b] lo denotaremos por R([a,b])

2.7. EXTENSIONES DE LA INTEGRAL DE RIEMANN

Tenemos yva todo el material requerido, concerniente a la

integral de Riemann Asi podemos encontrar justificaciédn para

la usual expresidén

2 1 _
f :Eé dx = 2( y2 1)

En efecto f [1,21 + R, definida por f(x) =

es continua en

-

[1,2]

Sea F(x) = 2 yx , entonces F'(x) = f(x), para todo X de

{1,2] Asi por el Teorema Pundamental del Calculo
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2 1 - - - -
L_vi.dx = F(2) - F(1) = 2( y2 - y1 )

Sin embargo no podemos encontrar justificaciédn para la

expresi1én también usual

11
—_ dx = 2 (1/ - - 2 ( *

puesto que la funcién £ (0,1] » R, definida por f(x) = 1 1o

es acotada en (0,1], o sea que para cualguier valor dado &

£(0), una funcién £ [0,1) » R, que satisfaga

fix) - 1 , 0 ¢ x €1, no estd acotada y la definicién de
X

1integral de Riemann no se aplica

Observamos que para todo y, 0 < y £ 1, la funcidn antes

definida pertenece a R[(y,1] v
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11
— dx - 2 {1 - y)
f ¥4

Como ¢y = 0 cuando y = 0+, se deduce gque (*) valdria

2{yT - yU) s1 interpretamos el segundo término como

Entonces puede extenderse este procedimlento para tratar

funciones gue se comportan mal en un punto interior o en puntos

exteriores de [a,b]
DEFINICION NQ 5

Una funcién £ [a,bl' = R se llama integrable segun Cauchy-

Riemann sobre ([a,b] si

1 El conjunto Se - {x € [a,b) f no es continua en x}

es finito

Existe una funcidédn continua F {a,b] = R que ec



€0

diferenciable en cada punto del conjunto (a,b) Se
v que satisface F'(x) = f(x) para todo
X € (a,b) - Se

Notacion

Representaremos la familia de todas las funciones Cauchy-

Riemann integrables en fa,bl por CR f[a,bl

TEOREMA NQ 2

Sea f € CR {a,b] v denotaremos por F la familia de todas

las funciones F [a,bl - R gue satisfacen la condicién (2) de

la definicidn anterior Entonces existe un numero real a« tal
que para todo F € ¥ F(b) - F(a) = «
Demostracidén

Sean F, G € F, entonces F~G es continua en (a,b] v
(F - G)'(x) = F'(x) - G'(x) = f(x) - £(x) = 0, para todo x € (a,b) - Se
Por consiquiente F - G es constante en [a,b]l vy por lo tantc

existe a > 0, tal que

F(b) - P(a) = G(b) - G(a) = «
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Asl pues para todo F € F, F(b) - F(a) = «

DEFINICION NO 6

Sea £ € CR (a,bl El ntmero « dado por el teorema

anterior es llamado la intearal Cauchv-Riemann de £ en [(a b) v

es denotado por
b

(ca)f £ dx
2

volvamos a nuestro primer ejemplo Sea £ {0 1)h - R

definida por

L x € (0 1)
VX
f(x) =
0 x =0
Aqui Se = {0} y sl tomamos F(x) = 2 yX x € (0 1),

ehtonces F (0 1) - R es continua en (0,1] v diferenciable er

(0,1) - 8 = (0:,1) con
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F'(x) = = f(x), x € (0 1)

Luego, f € CR [0,1] ¥

11 _ _
CR ]'07_; dx = F{1) - P(0) = 2

TEOREMA N2 3

Sea, f [a,b} » R f € CR {[a,b)), s1 y sbélo s1 existe

algun subconjunto finito $ de [a,b] (no necesariamente Sf) Y

una funcion continua F {a,bl - !l, tal que f es continua en

[a,b] - Sy F'(x) = f(x) para todo x € (a,b) - 8
Demostracién

Condicién necesaria (=) Supongamos que f € CR (a,bl,
entonces podemos tomar 8 = S; ¥ el resultado se deduce de la

definicién de integrabilidad segun Cauchy-Riemann

Condicién suficiente (=) Supongamos gue existe un sub-

conjunto finito S de [a,b] y una funcidén continua

F [a.b) + R, tal que f es continua en
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ta,b) - 8, v, F(x), para todo x € (a b) - 8
Como £ es continua en (a bl - 8 se tiene que
fa bl -~ 8 € (abl] - Se ¥ Se € S por lo tanto (a bl - Se sélo
contiene un numero finito mas de elementos que (a,bl - 8 o
sea,

la,b} - 8¢ = (la,bl - 8) U X1, Xa r Xol

Supongamos primero, que (a bl - Se = ({a,bl - S) U {xotl

O sea S - Se¢ = {Xo}l ¥ S = S U {%Xoh Entonces existe 8 > 0
tal gue £ es conthinua en {Xo - 4, Xo + 4] MAs aun
F'(x}) = £(x) para todo xXx € [xo - 4, Xo + 8), x & Xo como

f Ixo - 8, Xo + 8] = R es continua, la funcién
G [Xo - &, Xe + 8] - R

definida por
Gix) = f" £ at
x4

es continua en (Xe - 8, xo + 8) y diferencliable en cada punto
de (X0 - 6, Xo + &) Ahora bien, G - ¥ es diferenciable en
(Xp - d' Xo + 6) - {xo}r y

para todo x € (Xe - 8, Xo + 8) - (%o}, (G - F)'(x) =0
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Por lo tanto como G-F es contlnua (xXe - 6 Xo + §)

existe una constante C tal que

(G - F)(%x) = C para todo x € [(xec - 8 Xo + 8]

GC(xX) = P(x) + C, para todo x € ([Xo - 8 xo + &1

La funcién F + C es diferenciable en (Xo -~ 8 %o + 8) (puesto

gue G es diferencliable en (Xe - 8 Xo + 8))

Definamos ahora la funclién H {(a bl - R

H(x) = F(x) + C

Como H(x) = G(x) para todo x € (x0 - § xo + 8} se tirene gue H

es continua en (a,b) v diferenciable en

(a,b) - 8« ¥ H'(x) = FP'(x) = f£(x), para todo x €(a,b) -~ S.

Por lo tanto £ € CRla,bl

En el caso de que S8 - Se contenga mas de un punto se

procede por inducciédn en forma similar

Asi pues, £ € CR ((a,bl)
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S1 £, g € CR ((a,bl} y & € R, entonces

£ + g, A £ € CR (la,bl), ¥y

b
(er) [® (£ + q) ax = cR f" fdx + (CR) f” gdx
a a a

(CR) f:’ Afdx = A(CR) f’ £dx
®

aci16én

Como €, g € CR ([a,bl), existen sub-conjuntos £initos Sa,
Sz de [a,b) y funciones continuas F [a,b] - R, G (a,b] - R,
tales que £ es continua en [a,b]l - S,, g es continua en
[a,b] - S=2 y F'(x) = £(x) para todo x € (a,b) - 8.,

G'(x) = g{x) para todo x € (a,b) - 83

Sea 8 = 83 U Sa, entonces £ y g son continuas en
(a,b) -8,y S cla,b) es finito Sea H [a,b] - R, definida

por H(x) = F(x) + G(x), entonces H es continua en
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fa bd v para todo x € (a b) -S se tiene que

HY(X) = F'(x) + G'{x} = £{x) + qgq(xn)

Por lo tanto £f + g € CR ({a,bl), v

»
(CR) f (£ + q)dx = H(b) - H(a) = (F(b) - G(b) + F(a) - G(a))
2

= (F(b) -~ F{a) + (G(b) - G(a))

O sea

b b b
(CR) f (£ + a)dx = (CR) f £dx + (CR) f adx
® a2 &

Para la otra parte de la demostracién Sea H [(a bl -« R
definida por H(x) = AF(X) Entonces H es continua en [a,b)l v
para cada x € {(a,b) - S se tliene gue H'(x) = AF'(x) por lo

tanto Af & CR{[a,bl) ademas
b
(CR) f Afdx = H(b) - H{a) = AF(b) - AF(a)
a

A(F(b) - F{(a))

A{CR) [: £dx

El sigquiente teorema establece una conexiédn entre 1l&
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TEOREMA NQ 6 Sea £ f(a bl - R una funclién continua en

{a bl £ € CR[a bl, si v 86l0o s1

lim fb fdx existe
yea* "y
£n tal caso
(CR) f" gdx = 1im!bfdx
a N’ y

Demostraclioén

Condicidén_suficiente (=) Supongamos que
b
1imf fdx
yat 'y

existe v denotémoslo por «-

Definamos la funcidén F {a,bl - R por

.f”fdx siac<y<hb
Fly) =

-~ si v = a
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F es continua en cualquier punto v & (a bl vy de 1la
definicidén de a o0 sea a = lim F({vy) se deduce que F es
y-a*
continua en (a,b] Ademas, del Teorema :Fundamental del
C4lculo se obtiene que F'(y) = -(-f(y)) = £(v) vara todo
v € (a b}
Ahora blen, como Se = {a}l v (a,b) - Se = (a,b), se tiene

que £ € CR([la bl) v

b
(CR) f fdx = F(b) - Fla) = -(-a) =
.
Condi€i14n necesarla (w) Supongamos que £ & CR f[(a b)
Comoe antes, Se« = {al v existe una funcidédn continua

G [a bl - R que es diferenciable en todo punto de (a,b) con

G'(y} = £{y), para todo v € (a,b), v

(CR) f" £dx = G(b) - G(a)
a
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Para cada v € {a bl sea
b
Fly) =f £dx
y

Entonces F (a bl = R es continua en (a,b)l v diferenciable en
todo punto de (a b) con F'(y) = -f(y) para todo v € (a bl
Lueqo G + F es continua en (a bl y tiene derivada nula en todo

punto de {(a,b)

En consecuencia G + F es constante en cualaquier sub-

Lntervalo cerrado (v bl de (a bl v por lo tanto
(G + F)(y) = (G + F)(b) para todo v € (a bl
o sea,

F(y) = G(b) - G(y)

Perc como G es continua en {(a,b), lim G(a) existe y es iqual a
yea*

G(a) Lueqo se sique que lim F(y) existe vy es iqual a
ya*
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G(b) - G{a), esto es,

b b
1im fdx = (CR fdx
L [ (cR) f,

El alcance de la integral de Riemann estid limitado a
funciones definidas en i1ntervalos acotados Trataremos de
definir la integral de funciones definidas en 1intervalos no

acotados

DEFINICION NQ 7

Sea a € Ry f [a,») + R Se dice que f es Cauchy-

Riemann integrable sobre [a,») y escribimos f € CR {[a,w)) s1

£f/(a,y]l € CR({a,y])

para todo v > a (f/[a,y) es la restriccién de f al conjunto

[a,yl), ¥

1im (CR) f’ fdx existe
o a

S1 se cumplen estas condiciones, el limite indicado es el valor

de 1ntegral Cauchy-Riemann sobre [a,®) Y lo representaremos por



(CR) f: fdx,

0 sea,

(CR) [" fdx = lim (CR) f" fdy
a y—o a

Ejemplo Sea f [1,=) =+ R definida por f(x) = 12
X

£/[1,y] es continua para cada y > 1, por lo tanto,
£/01,y} € CR([1,¥])

b4

]
[%
|

(CR) L’ fax = f: fdx

< e

Por lo tanto,

"
(WS

iim (CR) f” fdx
e 1

Luego,

72

, entonces
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Integral de Riemann y la Integral de Cauchy-Riemann
TEOR N9 5

Si £ es continua en [a,b], entonces £ es, a la vez,

Riemann lntegrable y Cauchy-Riemann integrable en (a,bl y

J"’ £dx = (CR) f:’ £dx

Demos o)

Supongamos que f [a,bl] < R es continua y definamos la

funcién F {a,bl -« R por
x
Fl{x) = fd
) j; x

Entonces F es continua en [(a,b] y diferenclable en (a,b) vy
F'(x) = £(x) para todo x € (a,b) Luego, podemos tomar S = ¢

Asi pues, £ € CR[a,bl ¥

(CR) f’ fdx = F(b) - Fla) = f: £dx
¥
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f € CR{1,®) y (CR) fy dx 1
1 x2
DEBFINICION NQ 8
sea a € R f (-o,a} » R, se dice gue f es Cauchy-
Riemann integrable sobre (~®,al] y escribiremos f € CR ((-o,a])

s1 f/{y,a) € CR ([a,y]) para todo v < a, v

1lim (CR) fa fdx existe
Y- b 4

En este caso escribiremos

CR f‘ fdx = 1im CR {7 fdx
- ye-- y

DEFINICION NQ 3

sea f R+ R Se dice que f es Cauchy-Riemann integrable

sobre R s1 f € CR ((-=,0)) vy £ € CR ([0,=]) En este caso

escribiremos
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(cr) 7 gax = (cr) f: fdx + (CR) fo' £dx

TEOREMA NQ 7 Sea £ (a «) - R una funcién continua
Entonces £ € CR(la,»}) s1 v sélo sl para cada € » 0 existe un

Xo 2 a tal que

y
| f fdx| < € siempre gue xo € x < ¥y
x

Demostracién

Condici16n necesaria (=) supongamos gue £ € CR ((a o)

entonces

1im (CR) f’ fdx = 1lim f’ fdx = K existe
b and a B aad

(Recordemos que £ € Cla,y] «» £ € CR{a v!)

Sea € > 0, entonces existe xo 2 a, tal que

| f’bfdx - k| < 2, para todo z 2 xo
a

2
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Sean x vy € [a o) tales que %o € X < v, entonces

¥y - S 4 x 4 x
|L fax| = | L fdx - L £ax| slf. gax - k| + | f‘ £dx ~k|

condicién suflciente (=)
Como f es conti{nua en (a y) para cada v 2 a

£/{a,yl! € CR ({a,v]

Para cada n € N, n > a, definamos el numero
ta = f" £dx
&

Probaremos que {tn} es una sucesidédn de Cauchy en R Sea

€ > 0, entonces por hipébétesis existe xo 2 a, tal que



| f’ fdx| < €
x

76

Siempre que Xo € x < V¥ Sea No un numero natural No 2 xXa Vv

sean n, m € N, con n, m 2 No, n < m, entonces

Jtm = ta] = | [7 £ax - ]' £ax|

s [ ] a

= | [T tax| < e
a

puesto que Xo £ n < m

Asi pues, {tn} es una sucesiodn de Cauchy

exi18te t ¢ R, tal que t, = t Probemos que
1:1.::::[y £dx
Yyou a

existe y es iqual a t

Sea € > 0, entonces existe no &€ N, tal que

|tm - tn' < 6/2

Poxr 1o tanto,
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para todo n,m € N tal que m > n 2 ny, y ademds
|f"fdx|s£ » para todo ny € x <y
x 2

Ahora bien, para todo Y > ng, se tiene que

y y
} ]; fdx - t| s | f; fax - &, | + | &y t

iA

i L’ fdx - f:" fax| + g

A

y €
| Lo fax| + =

IN
lm
| m

"

m

Asi pues,

1imf" fdx = t,
Yy 2
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por consiguiente, f € CR ([a,o))

Existe un resultado similar al del Teorema 7 para und

funcién definida sobre un intervalo del tipo (-o,®)

Para finalizar este capitulo, gqueremos puntualizar que la
integral de Cauchy-Riemann también se puede definir para
funcrones definidas sobre intervalos que no sean cerrados y lo
dejamos como tarea de investligacién para las personas

interesadas en esta drea de la Matemética



CAPITULO III:
OBSTACULOS EPISTEMOLOGICOS EN EL
PROCESO ENSENANZA-APRENDIZAJE

DE LA INTEGRAL
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3.1. FUNDAMENTOS EPISTEMOLOGICOS

La preocupacién por el conocimiento erronec, por las
condiciones gque lo hacen posible y por la funciones que puede
desempenar en el dominio y avance de la ciencia, ha ocupado
parte 1importante de las reflexiones de la <c¢iencia Yy
eglstemélogos, entre los que se destacan Popper, Bachelard,

Russel y Lakatos

Los errores forman parte de las producciones de los
alumnos durante su aprendizaje de las matemdticas Los errores
son datos objetivos que encontramos permanentemente en 1los
procesos de enseflanza y aprendizaje de la matemdatica,
constituyen un elemento estable de dichos procesos Por otra
parte, siendo un objetivo permanente de la ensefianza de las
matemdticas en el sistema escolar, lograr un correcto
aprendizaje de las mismas por parte de todos los alumnos, es
claro que las producciones o respuestas 1ncorrectas a las
situaciones que se plantean se consideran como seflales de
serias deficiencias e 1inhcluso fracaso en el logro de dicho

objetivo

Por ello el estudio de los errores en el aprendizaje de
las matematicas ha sido una cuestién de permanente interés en
Educacién Matematica, que tiene una larga historia y se ha

caracterizado por aproximaciones e intereses muy diferentes
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En cada época el andlisis de los errores en Educacidén
Matematica se ha visto orientada por las corrientes
predominantes en pedagogia y psicologia, también ha estado
condicionado por los objetivos y formas de organizacién del
curriculo de matematica en los correspondientes sistemas

educativos

Popper propone reemplazar la pregunta acerca de las
fuentes de nuestro conocimiento como pregunta fundamental, por
la pregunta totalmente diferente cCémo podemos detectar y
eliminar el error? Esto conlleva admitir el error como parte
constituyente de nuestra adquisicién del conocimiento Las
organizaciones 1nsuficientes o claramente deficientes, las
hipétesis tentativas, las conceptualizaciones incompletas son
parte legitima de nuestro acceso al conocimiento, forman parte

de nuestro modo de conocer

La nocrén del obstdculo epistemolédgico fue introducido por
el epistemdlogo y filésofo, Gaston Bachelard, en un libro que
aparec1ié en 1938 bajo el titulo "La formacién del espiritu

cientifico"”

Bachelard plantedé la nocién de obstaculo eplstemolégico
como una explicaciédn para esa aparicién 1nevitable de errores
que hemos visto, constituye parte importante de nuestro avance

en el conocimiento Asi, el comienzo de :su obra glosa las
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slgulentes 1deas

cuando se 1nvestigan las condiciones psicolégicas
del progreso de la clencia hay que plantear el
problema del conocimiento cientifico en términos de
obstaculos, en el acto m1Smo de conocer,
intimamente, en donde aparecen, por una especle de
necesi1dad funcional, los entorpecimientos y las
confusiones, es ahi donde mostraremos causas de
estancamientc y hasta retrocesog, es ahi donde
discerniremos causas de 1nerclia, gque llamaremos

obstdculos epistemoldgicos

Segun la 1nformacién revisada, el primer texto de
di1dactica de la matemdtica donde aparecen por primera vez la
noc16én de obstdculos epistomolédgicos, es aquel sobre la
conferencia presentada en 1976 por Gay Brousseau, en la
Conferencia del CIBAEM en Suiza, en donde Brousseau deja
entrever gue la nocidén de obstdculo es el medio de cambiar el

status de error, pues seflala

"gl error y el fracaso no tiene el cometido
simplificado que a VeCes quereomos atribuirles El
error no es solamente efecto de la ignorancila, de la
incertidumbre, del azar, segun sSe crefa en las

teorias empiristas o conductista del aprendiza)e, €s



83

el efecto de un conocimiento anterlor, dque tuvo
1nterés, éxito, pero que después se revela falso o
simplemente 1nadaptable Los errores de este tipo
no son fortuitos e imprevislbles, se constituyen en

obstaculos™"

Un obstaculo se manifiesta por medio de los errores, pero

los errores no son debido al azar Ellos son fugaces,
erraticos, reproducaibles, persistentes No desaparecen
radicalmente, se resisten, persisten Y hasta después

reaparecen, se manifiestan por un periodo posterior al periodo
en el que el sujeto rechazé el modelo defectuoso de un sistema

cognitivo consciente

Es por ello que es necesario un flujo suficiente de
situaciones nuevas que lo desestabililcen, lc hagan 1incapaz,

inut1l, gue lo obligue a retomar o rechazar los conocimientos

De esta manera, para superar un obstdculo se exige un
trabajo de la misma naturaleza que el que se exige para le
adquisicién de un conocimiento, es decair, se necesitan
interacciones repetidas, la dialéctica del alumno con el objeto

de su conoclimiento

3.2. CLASIFICACION DE LOS OBSTACULOS

Brousseau dilstingue cuatro tipos de obstdculos que se

{
diferencian por su origen
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321 Obstdculo de origen ontogénico Estd ligado a las
limitaciones de las capacidades cognitivas del

alumno en su proceso de aprendizaje

3.2 2 Obstaculo de origen diddctico Estd relacionado
con el sistema de ensefianza en Qque se encuentra

inmerso €l alumno

323 Obstaculo de origen eplistemolédgico Esté4

relacicnado al conocimiento mismo

32 4 Obstdculo de origen cultural Estd ligado

contexto cultural

A continuacidn presentaremos obstdculos detectados en el
procéso de ensefianza-aprendizaje de la integral, que de acuerdo
con la clasificacidén dada por Brosseau, son obstdculos de

origen didacticos y de origen epistemoldgicos

3.3. SOBRE LA NO COINCIDENCIA DE LA INTEGRAL

DEFINIDA Y DE PRIMITIVA DE UNA FUNCION

En el proceso de la ensefianza de la 1integral nos
encontramos gque, tanto 1los libros de calculo como los
profesores responsables de los cursos de cdlculo, senalan que

la derivacidén e 1ntegraciédn son procesos 1lnversos, tal como se
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congsidero durante tode el siglo XVIII Afirmaciones de esta
naturaleza se convierten en obstaculos epistemologices de
crigen didactico, desde el momento que el docente no presenta
ejemplos que 1lustren la nco coincidencira de estos conceptos,
es decir, ejemplos de una funcion que tiene primitiva y no es
integrable, e inversamente, ejemplo de una funcion que es

integrable y no tiene praimitiva

Es necesario, entonces, gque al estudiar el proceso de
integracion se aclare bajo que condiciones los procesos de

derivacion e integracion son conceptos egquivalentes

Para presentar los ejemplos referidos se nos hace

necesario revisar el Teorema de Darboux Veamos antes, sin

considerar su demostracion, el siguiente lema

Sea I ¢ R un intervalec, sea f I > R, seac e I, ¥y

supongase que £ tiene una deravada en ¢ Entonces

81 f’' (c) > 0, entonces hay un numero de & > 0 tal

que f(x)>f(c) para x ¢ I tal que ¢ < x < ¢c + 0

b S1 £’ (c) < 0, entonces existe un numero 6 > 0 tal
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que f(x) > f(c) para x € I tal que c § < X < ¢

331 TEOREMA DE DARBOUX

81 f es derivable en I = [a,b] ¥ s1 k es un numero entre
f'(a) vy f'(b), entonces hay por lo menos un punto ¢ en (a,b)

tal que f'{c) - k

Demostracién

Supongamos que f'(a) < k < £'(b) y definamos g I = R por

g(x) = kK(x - a) f(x) Puesto que g es continua en I, es
claro que g es derivable en I, ella alcanza un valor maximo en

Como g'(a) = k¥ - f'(a) > 0, de la parte (a) del lema
anterior se infiere que el maximo de g nNo ocurre en X = a De
i1igual manera, puesto que g'(b) = k - f'(b} < 0, por la parte
(b) del lema anterior se infiere que el maximo de g no ocurre

en x = b Por consigulente, g alcanza su mdximo en algun punto

de c de (a,b) Entonces, por el Teorema del Extremo Interior
se tienes 0 = g'{c) = k - £'(c) Por tanto,
f'{(c) = k

Ahora presentaremos una funcién que posee praimitiva Y no

es integrable en un 1ntervalo cerrado Para ello,



consideraremos la funcién

f [-1,1] » R

definida por

xsenL - lc::osi , 81 x # 0
x3 x x?
f(x) =
0 , 81 X =0

Probemos que la funcién F [-1,11 » ll, definida por

1_, 1

—X‘sen— , S1 X # 0
2 x3

F(x) =

0 , 812 =0

es una primitiva de f en [~-1,1)

En efecto, s1 x # 0, entonces

F'(x) = xsen—l——-lcosJL

x? > 4 x?

f(x)
S1 x =0,

m F(0 + h) - F(0)

0 h

t
(=]

F'(0) =

87
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—é-hzseuhl: 1 s
= lam = =]lim hsen— - 0 = f(0
-0 h 2 po h? (@)
Asi pues F'(x) - f(x) para todo x € [-1,1], o sea, F es
una primitiva de f en {-1,1]
Probemos ahora que f no es 1ntegrable en [-1,1] Para
ello, probaremos que f no es acotada en [-1,1] En efecto,
1
sea X, - , luego
n-1
lim x, = 1am =0
n-e D= n
Y
fx,) =xnsen1 -1 cos?
n 2 X
Xn - Xn
1 sen ((2n - 1)®) - n -1 ® cos({(2n - 1) ®)

n-1=%
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n (-1)

por lo tanto,

1im f{x,) =1im 2n -1 % =»

- e

Asi{ pues, f no es acotada en [-1,1] Notemos que en realidad
f no es acotada en alguna vecindad del cero Por consigulente,
por la definicién de integral de Riemann, f no es integrable en

[_lll]

Observe que mas aun f no es 1integrable en los 1intervalos

del tipo [(-a,a) con a > 0

Consideremos ahora la funciénm g [-1,1) = R definida por

g({x) - 0] s1 ¥x =0

La representacién gréafica de g es la sigulente



80

La funcién g es 1integrable en [-1,1] En efecto, 1la

funcién g es integrable en [-1,0],
0
f_lg(x)dx = 1
de 1gual manera, g es integrable en [(0,1],
1
fo glx)dx = 1

Por lo tanto, g es 1integrable en [-1,1], ademas,

f_ig(X)dx = f_‘:g(x)dx + f:g(x)dx =-1+41=0

Sin embargo la funcién g no posee primitiva en [-1,1], puesto

que sl g tuviera primitiva, exilstiria una funcién
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P [(-1,11 » R tal que

F'(z) - g(x), para todo x € [-1,1]

Luego, F debe satisfacer el Teorema de Darboux Pero s1

tomames a = 1/2, b = 1/2 v k = 3/4, entonces

F'(-1/2) - g(-1/2) = -1

F'(1/2) = g(1/2) - 1

-1 <k <1

Pero no exlste un
c e (-1/2,1/2) tal que F'(c) - g{c) = 3/4
Este resultado nos dice que g es 1ntegrable, pero que no tiene

primitiva en [-1,1]

Los do§ ejemplds que hemos presentado nos hablan
claramente sobre la no coincidencia de primitiva e Integral
definida Es tarea del facilitador del curso decirle a sus
estudiantes que con cierta condicién de continuidad estos dos:

conceptos son equivalentes



g2

3.4. ENSESANDO INTEGRACION POR SUSTITUCION

Una de las razones que motivan la necesidad de reformar
los estAndares curriculares y en particular los programas de
cAdlculo, es evitar los libros de cdlculo que vienen en forma
parecida a los libros de cocina (presentan sl procedimiento

para resolver un problema como s1 fuera receta de cocina)

Asi pues, esta reforma debe estar fundamentada en el
propdsito de enseflar conceptos en lugar de técnicas,
comprensidédn en vez de memorizacién Esta es una tarea gque vale

la pena, pero la forma de lograrla no es nada facil

Atendiendo a esta situacién, en la enseflanza del cdlculo
se presenta un caso que merece especial atencién, se trata de

la Enseflanza de Inte racién or Sustitucidn
Cape 1ndicar que este método es uno de los mas
importantes, pero exige mucho mds 1ingenio por parte del

estudiante, ademds que la explicacién es mids dificil

En la integracién por sustitucién se le presentan dos

s1tuaciones diferentes al estudiante

1 La integracién de funciones del tipo
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xf1-x26 lzx , aqui generalmente no hay mayor

dificultad porque se oObserva que estas funciones son
del tipo f{g(x))g'(x) Yy s1 conocemos una primitiva
de f, l1lamémosla F, entonces la antiderivada que uho
estd buscando es F({g{x)) La gran mayoria de los
libros de texto afirman que esto no es mAs que una

aplicacrén de la regla de la cadena en reversa

Aunque por lo general el estudiante intuitivaments,
adqulere este conocimiento que lo ayuda a desarrollar la
técnica en forma mecanica, sin mucho entendimiento de lo que

realmente estd ocurriendo La otra situacidn es la sigulente

2 Bl integrando representa funciones del tipo

sin la x extra en la parte de afuera del

’

radical, entonces la sustitucién a realizar no
parece evidente Sin embargo, los libros de texto
nos sugieren hacer x - sen ®, dx = cos @ d@, etc ,
desapareciendo asi la dificultad que se tuvo en un
principio y el proceso mecdnico vuelve a aparecer,

pero sin justificar las operaciones
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S1 observamos los dos casos mencionados, en el primero se

estd empleando una sustitucidén del tipo-u = g(X), mientras que

en el segundo se sustituye x = g(®) Los teoremas que
justifican ambas sustituciones se les dencmina,
respectivamente a}) Teorema de Sustitucién Directa y, b))

Teorema de Sustitucién Inversa

A continuacién presentaremos estos dos teoremas, sigulendo
la 'sigulente metodologia enunciaremos el teorema tal como se
presenta en la mayoria de los libros de texto, luego haremos
algunas observaciones al respecto, presentando ejemplos vy

finalmente proporcionaremos la demostracién
341 TROREMA DE SUSTITUCIOR DIRECTA

S1 u = g(x), entonces

ff(g(x))g'(x)dx - ff(u)du (1)

La ecuacién (1) no puede ser tomada literalmente, ya que

el miembro derecho es distinto al miembro 1izquierdo Por un

lado ff(u)du significa una primitiva de £ mientras que
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ff(g(x))g’(x)dx significa una primitiva de (fog)g'(x)

Lo que se quiere decir en esta 1gualdad es gue s1 se
sustituye g(x) por u después de: .tomar la antiderivada de f,
obtenemos la antiderivada de la funcidén f(g(x))g'(x) La
funcidén f{(g{x))g'(x) la denotaremos por h Por lo que s1
conocemos una antiderivada para f y deséamos encontrar una para
h, podemos hallarla aplicando el teorema de sustitucidn

directa

Veamos a continuacién dos ejempleos para 1i1lustrar ests

situacidn

Calcular f./sen X cos x dx

Hagamos f(x) = yx ¥ 9g(X) - sen x, luego g'(x) = cos x, de

donde

h(x) = (£,9)g’(x) - £{g(x))g’(x) = /sen X cos x

Ahora, si1 hacemos u = ¢g(X) - sen x, se tlene :que

du = cos ¥ dx, por lo tanto
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3 3
stenxcosxdx—fJEdu——i—u’ +c—-§-sen2x+c

1
2 Calcular dx
fxlnx
Haciendo f£f(x) =-§ y g{x) - 1nx, podemos  ver que

giix) = , Y
X

1

= ! = -
h(x) = £(g(x)) g’ (x) Tk

X[

Por lo tanto hacemos u = 1lnx, du = Ldx y obtenemcs que

X

1 =1 = o
fxlnxdx—fudu ln|u} + ¢ = ln|lnx| + ¢

El procedimiento o técnica que generalmente damos a

nuestros estudiantes para resolver este tipo de problemas es el

sigulente
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i) Haga u = q{x) du = q'(x)dx después de esto sélo
debe .aparecer la letra u v no 1la x en el

intearando

1i1) HAllese una primitiva (expresada en términos de u)

111) Regqrésese nuevamente a 1la varlable original del

problema, es decir sustituyase u de nuevo por q(x)
Pasemos ahora a la demostraci1én del teocrema el cual puede
ser dado a nuestros estudiantes, puesto que lo Gnico gque se

requliere es gue éste domine la regla de la cadena

El teorema de la sustituciédn dlrecta puede ser formulado

en los sigquientes términos

Teorema

Si P* = £ entonces (FOg)' - h

(Foq)*

(F'0q)g' por la regla de 1la cadena

(£0q)qg' puesto que P' =

h

1
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3 42 TBOREMA DE SUSTITUCION INVERSA

Este es un teorema que la mayoria de los libros de texto
no prueban, pero no lo hacen porgque no lo formulan Una vez
que se formula la prueba se hace mads © menos mecanica, Yy
veremos que la misma no sélo es una aplicacién de la regla de

la cadena, si1no que exige otras cosiltas mas

Los l1bros que enuncian el teorema de sustitucidén inversa

lo hacen en la siguiente forma

S1 x = g{t) entonces ff(x)dx If(g(t))g’(t)dt (2)

Observemos que las ecuaciones (1) y (2) es la misma
(falsa) ecuacién S6lo las letras para las variables de
integracién son diferentes Estas ecuaciones se vuelven
correctas cuando uno considera las 1integrales definitivas y

hace las sustituciones adecuadas

Bn este teorema conocemos una antiderivada para h
(h(t) = £(g(t))g'(t)) y queremos encontrar una para
Presentaremos de 1nmediato dos ejemplos donde se aplica el

teorema de sustitucidédn 1nversa Consideremos primero el caso

donde el factor g'(x) no aparece
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1+ ef
1-ex*

1 Calcular

Cuando aparece ef, se suglere hacer u = ef, du = eldx

Como e'dx no aparece, multiplicamos y dividimos por ef

1ref Lesge- [2rtily
1-e* o* 1-uu

[ 1R gy fdE.a[ M g -
f(l-u)udu !u’zfl_u Injul - 21nj2 - u| + ¢

= In|e*| -21nj1 - e*| + ¢

=x-2lnj1 - e* + ¢

Existe otra forma mas sencilla de resolver este problema,

el cual no exige multiplicar y dividir por el

S$1 hacemos u = ef, x = lnu

dx = Lau
u
1+ e* 1+ul
= = =x-21lnj1 - e*| + ¢
1- e fl—uu i l
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La mayoria de los problemas de sustitucidédn resultan mas
fdci1les s1 se recurre a la técnica de expresar x en funcién de
u y dx en funcidén de du y no 1o contrario Pero esta técnica
da resultado s1 y sélo s1 la funcibén que expresa u en términos
de x es inyectiva para todos los valores de que X que se

consideren

2 Calcular f‘ e dx
Je‘~+l

Hagamos la sustitucién u = Je* + 1 Luego, uf = ef 4+ 1,

entonces & = w -1, y, x = 1ln{ul - 1)

1

2udu
us -1

dx =

f(uz 12 1 2udu=2f(u3-1)du=-§u3-2u+c
u u: -1 3

3
"g‘(e'u)’ - 2/e* + 1 +c

Pasemog ahora a la formulacién y demostracidn del Teorema
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de Sustitucion Inversa Hacemos notar gue para la demostraciéon
de este teorema se requiere que el estudiante domine la regla

de la cadena v también la derivada de la funcién inversa, la

cual es

TV |
{(g7%) ;;

El Teorema de Sustitucidén Inversa puede ser enunciadoe como

sique
Teorema
S1 H' = h v q tiene una inversa entonces
(HOq—2)' = fi
Demostraciédn

Puesto que P' = £, tenemos por la reqla de la cadena que

(Fog)! = (Flog)g! = (fog)g/ = h

Asi H y Pog tienen la misma derivada y por tanto 1la diferencia

entre ellas es una constante, asi,
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Foq = H + C (%)

Componiendo ambos lados de (*) por el lado derecho con g~ se

tiene
FOoqoq—* = F = (H + clog™*
= HOgG™™ + coq—*
= HOg~2* + cC
Lueqgqo
F' = (HOog™> + c™)°'

es dec1ir,

£ = (HOg=*}'

LLa sustituciédn 1nversa es muy importante y deberia ser
parte de todo curso de calculo no s6lo porque le permite a uno
encontrar antiderivadas de ralces cuadradas de polinom:os
cuadraticos, sino porque es un ejemplo de la técnica de camblo

de: variables, la cual es muy importante en matematicas

Para tratar de inducir al entendimiento de este material
debe dAarsele a 1los estudiantes una practica intensiva en
composicién de funciones, un tema Qque a menudo encuentran

dificil
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El enfoque que presentamos en 1la 1ntegracién por
sustitucién se fundamenta en la proposiclén de gque los
estudiantes aprenden en un curso, no es lo que ellos leen en un
texto o escuchan en una conferencia, sino lo que ellos pueden

hacer por si mismos

Asuntos de rutina y problemas de ejercilcilos
definitivamente tilenen su lugar, pero S1 gqueremos que 1los
estudrantes entiendan por qué trabajan o funcionan estas
rutinas entonces nosotros debemos diseflar problemas cuyas

soluciones requleran de este entendimiento

Finalmente consideramos de 1nterés presentar un obstdculo
epistemolégico de origen diddctico, de gran incidencla en los
cursos de calculc e 1ncluso presente en algunos libros de

cdlculo Se trata precisamente de solicitarle a los

1
estudiantes que evaluen una integral de tipo f Para
1

dx
Jl - x’

sorpresa, producto tal vez, del aprendizaje mecanicista, el
estudiante evalua la 1ntegral mediante la sustitucidén

trigonométrica X = sen @, encontrando que
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Sin embargo no podemos encontrar Justificaciédn para esta

expresién puesto que la funcién £ [-1,1] » R, definida por

f(x) = 1 no estéd acotada en [-1,1] vy la definicion de
1 -x

rntegral de Riemann no Se puede aplicar



CONCLUSIONES



Antes de Cauchy la existencilra de una integral nunca fue
motivo de preocupaciédn, se determinaba, por supuesto,
explicitamente en la mavoria de las aplicaciones gque se
realizaban Ninguno de sus predecesores aprecid la
necesidad de una rigurosa teoria de la integral S6lo un
hombre con la fecundidad matemdtica, como la de Agustin
Louis Cauchy, fue capaz de proveer una fundamentacion

rigurosa de la teoria de la integral

Para Cauchy la condiciédn de continuidad estaba implicita
en la defrnicién de: lo que para €1 era una funciédn Pero,
recordemos que Dirichlet planted el problema de extender
el concepto de la integral de Cauchy a funciones que son
discontinuas sobre un conjunto infinito de puntos, en un
intervalo finito La 1nterrogante formulada por
Dirichlet, .en qué caso es una funcidn 1ntegrable?,
origindé lo que hoy conocemos como 1ntegral de Riemann,
qulen resolvié en parte el problema planteado, extendiendo
la definrcidén de Cauchy para una mds amplia clase de

funciones

La integral de Riemann es un desarrollo natural de las
1deas de Cauchy Claro que la teor{a de Riemann diflere
on dos aspectos bdsicos de la de Cauchy Primero, Cauchy
tomé los valores de f en los puntos extremos del lado

1zquierdo de cada subintervalo, Riemann tomd cualguier



punto arbitrario en sus subintervalos Segundo, y lo mas
fundamental, Cauchy asumid explicitamente que la funcidén
cuya 1integral se va a definlr es continua, mientras
implicitamente asumiendo que es uniformemente continua,
Riemann no asumid la continuidad y didé un ejemplo de una
funcién integrable con un numero infinito de

discontinuidades en un intervalo arbitrariamente pequeno

S1 los errores son elementos usuales en nuestro camilno,
hacia el conocimiento verdadero, hemos de conclulr gque en
el proceso usual de construccidn de los conocimientos
matematicos van a aparecer, de forma sistemdtica, errores
y, por lo tanto, el proceso mencionado de construccidn
deberd incluir su diagnéstico, deteccidn, correccion y
superaci1én mediante actividades que promuevan el ejercicilo

de la critica sobre las proplas producciones
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