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Resuinen 

Este trabajo esta dirigido a estudiar la estructura 
y evoluciOn histdrica del concepto do integral 
definida 	Estos elementos son relevantes en los 
proc'esos de enseñanza y aprendizaje y contribuyen a 
dare significatividad idgica y psicolOgica al 
concepto en estudio 	Con frecuencia, esta parte 
inherente al fundamento episternolôgico es descuidada 
por quienes tenemos la seria responsabilidad do 
enseñar 

Inicialmente se presenta un estudio histOrico de la 
integral definida, partiendo desde los indivisibles 
de Cavalieri hasta la definiciOn moderna dada por 
Cauchy 	So estudia además la integral do Cauchy- 
Riernann, La extensiOn do la integral de Riemann 

Finairnente, hacernos un estudio de los obstáculos 
episternolOgicos rnás cornunes en el proceso enseñanza-
aprendizaje de la integral definida, por rnedio do 
los cuales nos proponemos romper con la concepciOri 
errOnea que se tiene cuando so piensa que la 
primitiva y la integral definida son conceptos 
equivalentes 	Existe, además, la creencia errada do 
quo el concepto de integral solarnente so puede 
realizar paia fuiiciones continuas 

x 



Abstract 

This work is aimed to study the structure and 
historical evolution of the concept of definite 
integral 	These elements are relevant to the 
teaching and learning processes, and they contribute 
to the logical and psychological significance of the 
concept in research Frequently, this inherent part 
to the epistemological foundations is overlooked by 
the ones who have the serious responsability of 
teaching 

Initially, a historical study of the definite 
integrals is presented, beginning from the 
indivisible of Cavalieri to the modern definition 
given by Cauchy 	Besides, the Cauchy-Riemann 
integral and the extension of the Riemann integral 
are studied 

Finally, a study of the most common epistemological 
obstacles of the definite integral's is made 
Through thfs study we intend to break down the 
sidespread misconception that primitive and the 
definite integral are equivalent concepts 
Furthermore there exists the misbelief that the 
concept of integral can only be carried out for 
continuous functions 

X  
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La integral era considerada bastante diferente en el siglo 

XVIII que en la actualidad 	No habla ninguna definición 

independiente de ella, la existencia de una integral nunca fue 

puesta en cuestidn, se deterrninaba, par supuesto, 

explicitamente en la mayoria de aplicaciones que se realizaban 

en este siglo, can lo cual la cuestiOn no se planteaba 	La 

integración era considerada como la inversa de la 

diferenciaciOn 	Par lo tanto, Là integral indefinida se 

consideraba más fundamental que la integral definida 

Es realmente dificil hablar del pruner trabajo en que se 

note de manera inequivoca manifestaciones conscientes de una 

fundarnentaciOn de la integral definida 	Esto es asl, porque 

los cainbios se van gestando on sus diferentes aspectos, en el 

trabajo de muchos rnatemáticos 	Entre éstos podemo§ destacar a 

Cavalieri, con sus indivisibles, Fermat, Euler, Jean 

Bernoullis, Lagrange, Lacroix, Legendre, Newton, Barrow, 

Leibniz, Laplace, Poisson, Dirichiet, Fourier, Cauchy, Riemann, 

Lebesgue y otros 

Leibniz habla definido la integral como una suma Pero la 

mayoria de los matemáticos rechazaran esta definicián, puesto 

que la nusma involucra tanto infinitos como infinitesimales, 

los cuales, a lo mejor, son conceptos problemáticos En cambio 

Euler, los Bernoullis, Lagrange y Laplace, prefirieron pensar 

en La integración como la inversa de la diferenciaciOn, esto 
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es, encontrando là antiderivada 

Cauchy abandonó la definición de la integral definida como 

La antiderivada en favor de su definiciOn canto el limite de una 

suma 	Pero para Cauchy no fue suficiente decir que la integral 

de€inida es el limite de sumas 	tl primero tenia que 

especificar las sumas precisamerAte y entonces tenia que 

demostrar la existencia del limite 

Mucho se ha cuestionado acerca de qué llevá a Cauchy a su 

definiclán de integral definida 	Se se?alan, pot ejemplo, 

consideraciones de tipo pedagogicas, coriocimiento de los 

trabajos realizados par Poisson, sabre un tratamiento de la 

integral coma suma, con una discusión de la relaciOn entre los 

valores de integrales compleias y sus sendas de lntegración, y, 

la fecundidad matemática de Cauchy 

Es innegable la influencia en Cauchy de Euler, Lacroix y 

Poisson, sin embargo la tareas más duras, tarito t6CfllCa5 coino 

coriceptuales, fueron obras de Cauchy misino 	Realrnente, it 

desde el tratamiento de la integral hasta Cauchy nos parece que 

tue el más duro de los pasos que Cauchy tomó en el cálculo 

r iguroso 

Este trabajo de graduación, el cual hernos titulado 

"HIS2'ORL4 I ANALISIS DEL CONCEPTO DE INTEGRAL DEFINIDA", lo 



xv 

hemos dividido, para su mejor estudlo y compreflSiOn, en tres 

cap itulos 

En el capitulo primero estudiamos la integral antes de 

Cauchy, destacando en él los aportes de Cavalleri, Fermat, 

Euler,-  Newton y Leibniz 

El capitulo segundo está dedicado al trabajo de Cauchy 

Presentamos aqul la deflriiciOri de integral definida de Cauchy 

Las posibles motivaciones que tuvo Cauchy para construir su 

nueva definicldn, la prueba de la existencia de la integral 

definida dada por Cauchy, el Teorema Fundamental del Cälculo y 

su demostración, tanto POE Cauchy como por Lagrange, la 

contribuciôn de Dirichlet al estudio de la integral, la 

integral de Rlemann y la extension de integral de Riemarin 

En el tercer capitulo estudiamos los obstáculos 

epistemoloqicos y de origen didáctico en el tratamiento de la 

integral definida, en un curso de cálculo integral 	La 

producclán de teorias de conocLrrliefltos rnatemàticos y su 

caràcter veritativo, cuestiones propias de la Epistemologla de 

la tlaternãtica, son en la práctica educativa excluid'as por los 

profesores, inconscientexfleflte en la mayoria de los casos, y 

causa de preocupaclOn de los alurnnos, los que no "adivinan" las 

formas casi "mágicas" de las teortas matemáticas, que les 

obliga a su aceptaciOn sin dlscusiôn 
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El conocimierito del objeto matemático, que incluye 

naturaleza, estructura y procesos históricos, es una condiciOn 

necesaria pero no suficiente 	El docente de maternática tiene 

que preocuparse acerca de cOma aprenden sus alumnos, es decir, 

e1 conocirniento matemático tiene que estar estrechamente 

complementado con las teorlas del aprendizaje 

Es nuestro gran deseo que este trabajo contribuya a 

promover la reflexiOn, tanto en estudiantes coma docentes de 

rnatemáticas, sabre la necesidad de conocer la fundamentaciOn 

histórica de los conceptos matemáticos en general y en 

particular de la integral definida, con el convencimiento de 

tener coma premio un mnejor desempeño en nuestra difIcil nusiOn 

de formar los futuros educadores matemáticos 
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Antes y durante el siglo XVIII, la integral era 

corisiderada an forma bastante diferente a la actualidad 	No 

existla ninguna definiciOn especifica de ella 

Recordernos qua an la antiguedad, el inétodo empleado por 

excelencia para la resoluciOn de problernas, estaba fundamentado 

an la geometria 	Ejemplo de ello to constituye los 

"indivisibles de Cavalieri", método a traves del cual Cavalieri 

p.1 
logró un resultado equivalente a f

o  
xdx =

p~1 
, para p 	9 

(p toma solo valores enteros) 

i. 1. 	BONAVENTURA CAVALIERI 

A diferencia de la escuela griega qua descartO la 

posibilidad de calcular areas y volumenes de figuras 

geornétricas rnediante la cornparaciOfl entre secciones de la 

figura conocida y de la qua se pretende calcular, Bonaventura 

Cavalieri (1598-1647), nacido an Milan, sI calcula areas y 

volurnenes bajo ese esquerna, lo qua evidentemente inuestra una 

actitud diferente respecto de los procesos infinitos a la qua 

asurnieran los griegos 

Esta nueva actitud, motivada an parte por la necesidad de 
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obtener resultados que pudleran ser utilizados en la incipiente 

industria, la naveac16n y la guerra, se puede observar en los 

cieritificos de finales de siglo XVI y la primera mitad del 

siglo XVII 	Otro factor que posibilitO tal cambio de actitud 

fue là que ha dado por ilamarse la ruptura galileana 

Para reallzar sus cálculos, Cavalieri, se vale del 

principlo que boy Ileva su nombre y que establece 

"Si las secciones de dos sOlidos en cada 

altura intermedia son iguales en area, 

entOflce5 los cuerpos s011dos tienen el 

mismo volumen" 

Asi pues, el método como Cavalieri procede, consiste en 

comparar los indivisibles de una figura con los 

correspond ientes indivisibles de otra, de las cuales una es 

conocida (en el sentido de saber cuál es su area o volumen, 

segun sea el caso) 

Lo que riosotros, con la herraralenta actual del cálculo, 

harlamos integrando funclones, Cavalieri lo hace sumando 

indivisibles 

Veamos como Cavalieri, en su geonietria de los 

indivisibles, encoritrO la forma equivalente a la expresión 
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I xPdx= 	para p = 2, y posteriormente encontrO los 
p+i. 

equivalentes para p = 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 	Veremos -con 

auxilio de nuestra notación- cómo es que obtiene el resultado 

para p = 1, 2 y 3 

Consideremos el paralelogramo AD que se exhibe en la 

figura 1 siguiente 

F 

C 	 D 

Figura 1 

Para el caso p = 1, Cavalieri 10 que prueba es que el area 

del paralelografflo AD es el doble que la de cualquiera de los 

triAngulos £ACF o ADFC 	Para ello, traza en la figura 1 los 

segmentos RR y M , de tal forma que, MRIMM , HE = B14, y 

NH = MG, como se muestra en la figura 2 
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Para efectos de mayor operatividad, ilamaremos x a la 

lorigitud del segmento WR , y a la del segmento 2W y fl'nalmente, 

a la del segmento XP , ilainémosle a Estoes NH=y,HEX, 

AF = a, asi que x + y=a 

a -a F 

C 	 D 

Figura 2 

Como dijimos al inicio, Cavalieri dice sumando todas las 

lineas paralelas (esto lo escribiremos como E), se tiene 

Ex + Ey = Ea, y puesto que HE = BM, por ser ABMC • AHEF, bajo 

la misma correspondencl.a, entonces 	Ex = Ey, que al 

sustrtuirla en la relaciórt anterior, tenemos 	2Ex = Ea, 

finalmente se tiene 	- 	 En este caso, Ex es el 



Ii 

Area del triángulo AFCD y Ma es el area del paralelogramo AD 

Para establecer un simil con nuestra integral, 

introducimos el factor Ax (lease, iricremento en x) en la ultima 

expreslon, y tendremos 

E,rix= 

IaE &x = 

4aa = 

Asi que 

es lo equivalents a la notación 

f a 
xdx 

= 

De manera seTnejante, Cavalieri obtiene la relación 

correspondiente para p = 2, esto es como 

x + y = a 
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entonces 

	

(x + 	= a2  

y sumando todas las ilneas, se tiene 

	

I(x + 	= Ea2  

o bien 

2x2  + 2Ixy + 1y2  = Ea2  

y puesto que 

Zx2  = Ey2 , 

entonces 

21x1  + 2Zxy = Ea2  

Por otra parts, para ericontrar la axpresión Ixy, Cavaller3. 

procede coma s.gue, considera 

entonces 
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£xy=E(4a+z)(-a-z)=E(3a2 -z2 )= 3a 2 _zz2  

y puesto que Zz = - Ix (ver figura 2) entonces 1z2  = 	1x2  

luego entonces la igualdad 

21x2  + 2Zxy = Ia2  

se transforma en 

21x2  + 2( -i Ia2 - 2 1x2 ) = Ia2  
4 	4 

de la cual se obtene que 

1x2 = I Ea2  

De nuevo, si multiplicamos a "cada término t  de la sumatoria por 

Ax, tendremos 

£x2  Ax = 	Ia2  Ax 



= 	a2  ZAX 

= - a2  a = 2: a3  
3 	3 

esto es 

2 	a3  Ex Ax = - 

que es lo correspondiente en nuestra notación a la integral 

S iguiente 

f a3  xadx  = - 
 3 

Para el caso en que p = 3, recurrimos a su Excercitaciofles 

geometrical sex (Bolonia, 1647), en la cual, en la Parte IV, 

ProposiciOn 21, se establece 

"Todos los cubos del paralelogramo AD 

(Fig 1) son el cuádruplo de todos los 

cubos de cualquiera de los triángulos AACF 

6 AFDC" 

La que este enunciado establece es que, 

42x3  = 47y3 



asi que probaremos la primera de las igualdades ariteriores 

Puesto que 

(x+yY 3  = (x+y) 2  
(x + y)x2  

eatorices sumando para todas las lineas se tiene 

= E(x+y) 2  
E(x+y)x2 	Ex a 

Por otra parte, como 

= - Ea2  y  S(x + 	= Ia2  

eatonces 

E(x+y)3 =-
Ex+y)x2  1 

y de ahl obtenemos 

I(x + 	= 31(x + y)x2  

Luego, como 

10 

I(x + 	= E(x 3  + 3x2y + 3xy2  + y3) 



=zx3  + 3x2y + 3Exy2  + Ey3  

y 

3E(x + y)3  = 3Ex3  + 3Eyx2  

se tiene la igualdad 

3Ex + 3Eyx 2  = Ex 3  +3Ex2y +3Exy2  + Ey3  

y puesto que 

Ex3  = Ey3, 

se tiene 

3Ex3  = 2Ex + 3Exy2  

de 10 cual obtenemOs 

Ex3  = 3Exy2  (= 3Ex2y) 

Finalmente 

Ea2  = E(x + y)3  

11 

Ex 3  + 3Ex3y + 3Exy3  + Ey3 
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= 4Ex3  = 4Ey3  

que es lo que se pretendla demostrar 

Si multiplicamos por Ax "cada término" de la suma se 

obtiene 

x3  Ax = - Ea3  Ax 

1 a3  Z&x 
4 

= - a4  
4 

que es equivalente a la expresión 

x3dx =-
ç 0,2  

De manera similar se puede obtener 
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= 	1 ZaPcon p entero positi.vo, 
P+1 

que serla el equivalente a la integral 

1" xdx = ---- a 1  para p 	-1 
Jo 	 p+1 

Como sabernos, para calcular la integral anterior se requiere 

del cálculo del siguiente tmnute 

11M lP + 2' + Pl 
+ n P  

situación que Cavalieri solo pudo calcular (obviarnente sin el 

lenguaje de ilmites) hasta el caso en que p = 9, por ende no 

encontrO el resultado general rnencionado anteriormerite 

El método de integración ilarnado de Cavalierl muestra 

principalmente que 	x (IX 	ap1 
para todas las potericias 

fo,  p+1  

enteras positivas 	Sin embargo, después de la publicación de 

este resultado en 1'635, no proporcionO ninguna demostraciOn 

corupleta más que para n = 4 
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1 2. 	PIERRE FERMAT 

En 1635, Pierre Fermat (1601-1665), dernostró rigurosarnente 

este resultado general y,  en la misma epoca, consiguiO 

extenderlo a las potencias fraccionarias positivas par medio de 

parábolas de la forma ya' = b'xl 	Se interesO par la cuad.ratura 

de la hipérbola fraccionaria, aplicando una técnica equivalente 

a la quo so utiliza para el calculo de la integral defini.da 

division del area baja la curva en pequerios elementos, 

estimacion do la suma de los elementos del area mediante 

rectangulos y de la ecuación analItica do la curva, 

procedimiento utilizado par Fermat, para expresar el 

equivalente de lo quo so obtiene sirviéndose del ilmite de la 

suma Segun Bayer, Fermat llegó a reconocer todas los aspectos 

de la integral, salvo el de la integral misma 

La mayor parte do los métodos do integracidn quo se 

utilizaban antes do la época de Newton y Leibniz haclan uso de 

una subdivisiOn equidistante de los inteivalos y comparabari el 

Area o el volurnen quo so trataba de calcular con otro conocido, 

como hernos visto con Cavalieri 	Fermat., sin embargo, tenla un 

inétodo quo le permitla hacer el cálculo de un area en térmirios 

absolutos, utilizando una subdivision que irnplicaba que las 

areas de los rectángulos infiriitesimales que habla que sumar 

estaban en progresiOn geométrica do razOn menor que la unidad 
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A continuaci.ón presentaremos el método que utilizó Fermat 

para calcular f'xl'dx , evitando el cá].culo de 

tkP 
tim kL 

El método de Fermat para extender el resultado siguiente 

fo x P dx = 
p+]. 

para valores racionales de p(p # -1), consiste en considerar a 

la curva y = xP, (p = T  , m y n distintos de 0) en el intervalo 

DvLde el. Lntervalo [0,a] en los puntos x1  = a, x2 = ar, 

= ar2, x = ar3, etc , tomando al numero r de tal forma que 

0 < r- < 1, por lo que se cumple la desi.gualdad 

xl  >x2  >x3  >x4  > 
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y de ahi que el intervalo [O,a] quede dividido en los 

subintervalos 

I = [ar,a], 12 = (ar2,ar], I)  = [ar3.,ar 2], I = (ar4,ar3), etc 

corno se rnuestra en la siguiente figura 

14 	1 3  

4  
0 	at 	at 

3 	
at 	 at 	 a 

Puesto que y = x, entoflces las alturas sobre la curva de los 

puntos x1  = a x2  = ar, x3  = ar2, etc , son, respectivamerite y1 

= a, y = (ar), y3 = (ar2), etc 

Consideremos los rectángulos que se muestran en la 

siguiente figura y sumemos sus areas 

4 	 a 
x 

De la figura se sigue que las areas de los rectángulos son 

(a - ar)(ar) = P1  (1 - r)r 
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S2 = (ar - r2 )(ar) 	r(1 - r)r 2  

S2 = ( at3 - ar 3 )(ar 3 ) 	= a' r2 (1 - 

A51 que la suma S es 

S = Si. + S + S3 + S1 + 

- r)r + a 1(3. - Or r 2  + a'(]. - r)r2 r 	+ 

= a' 2 (1 - r)r (1 + r- + (r)2  + ( r')3  + 

r)r' 	1 
1 - 

Pero corno 

1 + r + r2  + r3  + 	+ rip 
1-r 

entonces 

S = 
1+z+r 2 	+r 
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Ahora bien es claro de la figura anterior que el máximo 

error al considerar el area bajo la curva y = xP como el area 

S, es precisamente el area que queda comprendida entre la curva 

y = x, la recta y = (ar)P y las dos rectas x = a y 

x = ar, como se muestra en la siguiente figura 

V = xp 

maximo error 

SI 	 y()'  

x = ar 
x a 

Asi que cuando r 4 1, el máx.mo error t.ende a cero 

Luego el area bajo la curva, es 

f'mxcIx = liin S urn aP+l 
6 	 r-. 	1+r+r3 + + r 

Por lo que concluimos que si. p * -1, Se tiene 

f
a 
xP dx - ap+1 

0 

Con este resultado se obtenla impilcitamente el valor del 

11mite 

urn 1P+2P+ 
Pl 
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pues la integral 

I àp•j = a"1  .111M l, 
+ 2 + 

Jo 	 P'i 
+ nP  

y como Fermat obtuvo por otros medios que 

f a XP dx = 	1 
 p+1 

Se concluye que 

hun 1P+2P+ 
J+1 

Es realmente muy difIcil hablar del "primer trabajo en el 

que se note de manera inequlvoca rnanifestaciones conscientes de 

una nueva fundarnentación 	Esto es asi porgue los cambios se 

van gestando en sus diferentes aspectos, en el trabajo de 

muchos matemát'icos y asi el proceso de "mutaciOn conceptual" va 

penetrando gradualmente en el conocirniento colectivo Hay, sin 

embargo, algunos cientIficos en cuyo trabajo quedan plasmadas 

las nuevas ideas o conceptos, de forma rnás clara y contundente 

El uso del coricepto de integral en el siglo XVIII fue 

bastante restringido 	Newton habia utilizado la derivada y la 



antiderivada, o integral Indelinida, mientras Leibniz puso el 

énfasls en los dierenc1ales y su suiria 	Jean Bernoulli, 

presumibletnente siguiendo a Leibniz tratO la integral como 

inversa de la diferencial, de modo que si dy = f'(x)dx, 

entonces y = f(x) 

Euler dijo que el cálculo se ocupaba de hallar la propia 

funciôn, sôlo utilizá la idea de suma para la evaluaciOn 

aproximada de integrales 	En realidad, todos los rnatemticos 

del siglo XVIII trataron la integral como inversa de la 

derivada o de la diferencial dy La existencia de una integral 

nunca fue puesta en cuestiOn, se de€erminaba, por supuesto, 

explcitarnente en la mayorla de las explicaciones que se 

realizaban en este siglo, con lo que la cuestián no se 

plariteaba 

1.3. 	ISAAC NEWTON 

Newton es el prirnero en concebir la idea de reemplazar 

todas las operaciones, de carácter geométrico, del Análisis 

infinitesimal contemporáneo, pot unica operacián analitica, la 

diferenclacián, y pot la resolución del problema inverso, 

operaciOri que, desde luego, el método de las series de 

potencias le ermi€ia realizar con toda facilidad 	Basando su 

lenguaje, en la ficción de un paràmetro "temporal" universal, 
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llama "fluyerites" a las cantidades variables en función de este 

parárnetro, y "fluxiones" a sus derivadas 	Newton no parece 

haber dado una importancia especial a las notaciones e incluso 

más tarde sus seguidores se vanaglorian de la carencia de una 

notación sistemtiCa, sin embargo, él rnismo toma desde el 

principio, para su uso personal, la costumbre de designar la 

fluxión por un punto, es decir, . 	par x, --- 	por ), etc 
dt 	 d 2 t 

En lo que se refiere a la integración, parece como si Newton, 

al iguaj. que Barrow, no la hubiese considerado nunca ms que 

coma un problema (hallar la fluyente conociendo la fluxión, es 

decir, resolver 	= f(t), y no coma una operación, tampoco 

emplea ningun 'nornbre para la integral ni, a lo que parece, 

ninguna notación habitual, excepto algunas veces un 

cuadrado 	f(t) o 	0 f(t) para 

ff(t)dt 

1.4. 	GOTTFRIKD LEIBNIZ 

Contrarlo a Newton, Leibniz se interesa en construir UI 

algoritmo basado en el manejo formal de ciertas reglas simples 

En octubre de 1675, Leibniz decidiá escribr el sImbolo J par 
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representar la sumatoria, es uria S alargada para indicar 

"suma" 

Mieritras no salgamos del siglo XVII, hay que dejar bien 

seflalado que sOlo se abre paso al anáfrsis moderno cuando 

Newton y Leibniz, volviendo la espalda al pasado, aceptan 

buscar provisionalmente la justificaciOn do los nuevos inétodos, 

no demostraci.ones rigurosas, sino en la fecundidad y la 

coherencia de los resultados Como habla indicado muchas veces 

Leibniz con toda claridad, se trataba de hacer con el nuevo 

análisis los mismo quo habia hecho Viête, con la teorla de las 

ecuaciones, y Descartes con la geometrIa 

1.5. 	LEONHARD EULER 

Los predecesores do Leonhard Euler (1707-1783), en la 

mayorIa do los casos, elaboran ol cálculo diferericial 0 

integral en relaciOn estrecha con la geometrIa, el inétodo 

antiguo 	En cambio, él transforma el cálculo en una teorIra 

formal de funciones que no requiere concepciofles geométricas 

En la obra de Euler, el concepto de funciOn desempefia un 

papel preponderante y explicito 	A partir de esta obra, el 

reconocimientO de las funciones en lugar de las curvas como 

objeto de estudio, permitió la gradual aritmetizacióri del 
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análisis y su consecuente separación de la geometrIa 

En la obra en tres volumenes 	"Textos sobre el Cálculo 

Integral" (1768-1770), Euler nos preserita una discusion casi 

cornpleta de la integración de funciones en térrninos de Las 

funciones algebraicas y las trascendentes elementales, discute 

también varias integrales definidas no elementales (incluidas 

las que ahora liamamos funciones beta y gama), y da una gran 

cantidad de inétodos para resolver las ecuaciones diferenciales, 

tanto ordinarias como en derivadas parciales 

El problerna principal que quedó sin resolver a 10 largo de 

todo el siglo XVIII fue el de la fundamentaciOn del cálculo 

Se dieron rnuchos proriunciamientos de inconformidad con relaciOn 

a la falta de rigor lOgico en la teorla del cálculo 

infinetesimal, por ejemplo, las conocidas criticas a los 

fundamentos del cálculo hechos por George Berkeley 

Fueron crIticas, corno éstas y no dificultades encontradas 

en el desarrollo o en la aplicación de las nuevas tcnicas, las 

que motivaron la fundamentación del análisis 

El programa de reconstruccián del análisis rnatemático se 

dio durante las primeras décadas del siglo XIX, con Augustin 

Louis Cauchy (1789-1857) 
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En lo que a la integración se refiere, la obra de Cauchy 

representa una vuelta a las sanas tradiciones de la antlgQedad 

y la primera parte del siglo XVII, pero basada en rnedios 

técnicos todavia insuficientes 	La integral definida, que se 

habia rnantenido largo tiempo en segundo piano, vuelve a ser de 

nuevo la noción primordial, para la que Cauchy hace adoptar la 

pb 
notación J 

f(x)dx propuesta par Fourier, en lugar de la 

iricómoda 
J 
f(x)th( 	

= b 1  

empleada por Euler, y para definirla vuelve al método 

"exhaustivo", a coma diriamos hay a las 'surnas de Riemman" 

Durante todo el siglo XVIII, la integraciOn tue tratada 

coma una aperacián inversa de la diferenciación 	La definiciOn 

de Cauchy de la derivada de una funciOn está formulada de tal 

manera que la continuidad de la funciôn resuita set una 

condición necesaria para la diferenciación de la funciôn 	Es 

probable que Cauchy, al desarrollar una exposicióri rigurosa del 

cálculo integral sobre la base de una cancepción de la integral 

como ilmite de una cierta suma, tuviera buenas razones para 

adoptar esta concepción que v.a en contra de los trabajos de sus 
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predecesores del siglo XVIII 

Cauchy consideraba, por otra parte que esta manera de 

proceder tenla la ventaja de proporcionar siempre valores 

reales para la inteyrales corresporidientes a funciones reales 

y que era muy apropiada para todos los casos, incluso para 

aquellos en los que no se pueda pasar generlmente de la 

función baja el signo f a la función primitiva 



CAPITULO 11:; 

Ip _i!MUP1I*,  IA 
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Agustin Louis Cauchy es el principal responsable de haber 

introducido la coricepción rnoderna de continuidad, como también 

proveer una definicióri de la integral definida como lImite de 

una suma 

En su Cours d'analyse (1821], Cauchy diO a conocer la 

nueva concepclón de continuidad 

Una funcion f(x), unicamente definida y 

limitada por x entre a y b (a < b), es 

continua entre estos ilmites, si para tal 

x "el valor nurnérico de la diferencia 

f(x + a) - f(x) decrece indefinidamente 

con ese valor de a" 

Es interesante y probablemente conveniente observar que 

aunque la continuidad es una propiedad de unä función en un 

punto, Cauchy hace fundamental la nociOn de continuidad sabre 

un intervalo 	Par otro lado, la discontifluidad es presentada 

coma una propiedad que se verifica en un punto en particular 

f(x) es discontinua en x O, si f no es 

continua en xo 
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Esta diferencia en el enfoque refleja la concepciári de Cauchy 

de una función discontinua 

Durante la primera rnitad del siqlo XIX un numero de 

trabajos incluyendo uno de Cauchy fueron dedicados al estudio 

de funciones discontinuas 

Al Iqual czue Leibnlz, Cauchy, definiO la lnteqral definida 

corno el lirnite de una suma 	Pero Cauchy necesitó rDreclsar SU 

definiciOn 	No fue suficiente decir que la inteqral definida 

es el limite de una suma 	91 primero tenla que especiticar las 

surnas y lueqo probar ciue el limite existla 

2.1. 	DFINICION DR INTEGRAL DEFINIDA 

A contlnuaciOn presentarernos el procedimlento seciuido nor 

Cauchy Para dar su definiciOn de iriteqral definida 

Cauchy tomO una tunción f(x) continua en un intervalo 

cerrado rxc, XI 	DivIdIO el intervalo [xo X] en n partes, no 

necesariamente Iquales 

Xi - X, X2 - Xi, X - X2, 	, Xr - 

Hultlplicó cada uno de estos "elernentos" par el valor de f en 

el punto extremo de la izquierda, formando la suma 

(1) 	S = ( x1 - x0)f(xo) + ( x2 - x)f(x) + (x - x2)f(x2) + 

+ (X - x -1)f(x--) 



29 

Cauchy notá qua el valor de la surna S depende tanto de n 

conio del modo de division del intervalo Exo,XI, 	La cuestidn 

crucial es si el modo particular de divisi.ón no importa si el 

tamano de los sub-intervalos se hace muy pequeño y n muy 

grande 	Asumiendo la continuidad uniforme de f(x) -aunque 

Cauchy no distinguió entre continuidad y continuidad uniforrne-

Cauchy fue capaz de probar que el modo de division no irnporta, 

asi que S tiene un ilmite unico, el cual él definiO entonces 

coma la INTEGRAL DEFINIDA 

Con el fin de probar que el valor de la integral es 

independiente del modo de dividir el intervalo [x01X), Cauchy 

empezO escogiendo el caso más simple cuando hay solamente el 

intervalo [x,X] misrno 	Construyendo una particiOn de este 

intervalo, Cauchy dernostrO que para algun 0 entre 

0 y  1, 0 S 0 5 1 

(2) S = (X - x 0 ) f[x0  + 	- x0 )] 

Regresando nuevarnente a (1), Cauchy aplicO la misma 

tócriica que produo (21 ) para cada uno de los subintervalos 

	

x l  - XO, X2 - x1 , X3  - x 1 , 	/ X - 

obtenidos subdividiendo el intervalo original 	91 obtuvo 

entonces qua 

(3) S = (X1  -) f{x0 + @b 	 + (X2 - x) f[Xt + 	(X2  - x1)] + 	+ 

(X - x) ffX1 +'kl 	- x,)] 
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l ahora definiá f[X + 	- xk)J = f(Xk ± E0, para 

k = 0, 1, 	, n-i 	Teniendo entonces 

(4) 	S = (X - 	)f(x) ±
EO 

I# (X1  - x1 ) Iff(x1 ) ± E, I + 	+ 

(X - xi)[fx_i) ± E1J 

Cauchy entonces probo que si los subintervalos de longitud 

xk - 	son tomados suficienternente pequeños, entonces el E k  se 

aproxima a cero, asI que tornando una sub-partición de la 

particlón origina'1 no cambiará apreciablemente el valor dado do 

S por (1) 

Cauchy entonces observó que cualquiera do dos modos dados 

de division cuyas partes son rnuy pequefias, un tercer niodo puede 

ser sieinpre construido quo subdivida cada uno do los dos dados 

El valor de S para esta nueva subd1ivsi6n es arbitrariarnente 

cercana al valor de S para cualqu.zera de las dos priineras 

subdiyisiones, y asI, Cauchy concluyO, como los valores 

numéricos do los elementos xk - xk I se hacen ms pequeños y n 

se hace más grande los diferentes valores de S para los dos 

modos dados de divisiOn difieren sOlo imperceptiblemente uno 

del otro 	Entonces, US1 permitimos a los valores nurnéricos de 

estos elementos decrecer rnientras sus numeros se incrementan, 

el valor de S so torna ultimamente, para los propOsitos 

prácticos [sensiblemente] constante 	0, on otras palabras, 

alcanza un cierto ilmite 	11 
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Aqul Cauchy asufnió implIcitarnente la misma propiedad de 

los numeros reales que él asumió en establecer el criteria 

Cauchy para series 	Si los varios valores de alguna expresiOn 

(como S, en este ejemplo, a la surna parcial n de una serie) se 

hace más cercano uno de otro, entonces la expresión tiene un 

cierto lImite 	En este caso, Cauchy observó que, el ilmite del 

valor S depende unicamente de f(x) y el final de los puntos x0  

y X del intervalo, y "este limite es lo que él llaniO integral 

definida" 

Recordethos que antes y durante el siglo XVIII los 

matemáticos trataron la integral como la inversa de la derivada 

y su existencia riunca fue objeto de discusión TendrIamos que 

preguntarnos entonces, qué motivO a Cauchy abandonar la 

definiciOn de la integral definida coma la inversa de la 

derivada y crear su definición como el lIrnite de sumas" Hay 

dIa sabemos que la definicián dada pot Cauchy es completamente 

necesaria en un cálculo riguroso, pues no hay garantia que toda 

función tiene una antiderivada 

Henri Lebesgue ha sugerido que las consideraciones 

pedàgOgicas irapulsaron a Cauchy 	tLebesgue basO esta 

consideraciOn en la relaciOn cercana entre la definiciOn de 

Cauchy y el recurso pedagógico comun de aproximar un area 

curvilinea con rectárigulos 	El trabajo de Cauchy sabre la 

integral definida fue presentado par 61 en un curso de 
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conferencias, y el conferenciar ha obligado a muchos 

maternáticos a examinar las bases cuidadosamente 	El rnismo 

Cauchy conientO que "uno es naturalinente ilevado por la teorla 

de las cuadraturas" a considerar la integral corno una surna 

A P Iushkevich ha dicho que la definición de integral 

definida de Cauchy fue escogida por él parã reünir"las 

necesidades de jnvestxgaciórj" Los rnatemãticos conoclan muchos 

casos en los que la integral, definida como el area bajo la 

curva, tierie sentida, aun cuando el area en cuestnlOn  (r por 10 

tanto el valor de la integral) no es simplemente la 

antiderivada evaluada al final de los puntos del interva10 de 

integración 

Joseph Fourier habla exhibido un numero de funciones 

seccionaitnerite continuas, cuyas gräficas incuestionablemente 

encierran areas 	Su trabajo hizo claro que la integral 

definida de una función representable por series 

trigonométricas puede existir, aun cuando la función que 

representa la integral no as an todas partes diferenciable 

Legendre habla tratado con ejemplos an los que la integral 

definida son tomados corno intervalos que contienen puntos an 

los que las funciones son discontinuas 0 se convierten 

infinitas Cauchy misn'to se habla interesado en estos problemas 

an su mernoria de 1814 sobre la integraciOn Clararnente, algufla 

modificación de la definición aceptada de la integral definida 
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era necesaria 

No obstante, esta circunstancia en si misrna no explica por 

qué Cauchy buscó esta definición Después de todo, la integral 

de una funciOn seccionairnente continua puede ser definida 

simplemente como la suma de las integrales sobre las piezas 

separadas, entonces la integral sobre cada piea continua puede 

ser definida como la diferencia entre las antiderivadas 

evaluadas al final de los puntos de los intervalos de 

continuidad y Cauchy tenla este manejo 

Cauchy, tanto en sut ensayo de 1814 como posteriormente, 

evaluó integrales cornplejas en térininos de integrales reales y 

logicamente que para silo necesitó una teorla satisfactoria de 

lo ultimo para tratar rigurosamente lo anterior Ia en 1820 en 

un ensayo presentado por Poisson, se observaba que el valor de 

una integral coma 	, puede ser diferente por diferentes 

sendas de integraciOn, si una senda incluye el infinito como un 

valor de la función 	Poisson sugiriá entonces evaluar tales 

integrales como surnas 

La yuxtaposición de Poisson de un tratamiento de la 

integral coma una surna con una discusión de la relación entre 
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los valores de integrales cornplejas y sus sendas de Integraci6n 

pudieran bien haber influenciado el pensamiento de Cauchy 

Pareciera que la fecundidad matemáticas fue el factor 

decisivo en el desea de Cauchy para una nueva definición 

Pienso que la razOn principal que él escogxO para definir la 

integral como limites de surnas fue su necesidad de asegurarse 

que el objeto que el estaba definiendo existia 

Recordemos que para Cauchy no fue suficiente establecer su 

definicidrx de integral definida, sino que adernás probo la 

existencia de la integral que el habia definido 

2.2. 	PRUiJSA DE LA EXISTEliCIA DE LA INTEGRAL 

DEFINIDA 

A continuación presentaremos la prueba de la existencia de 

la integral definida, dada por Cauchy 

Supongarnos que la función g = f(x) es continua con 

respecto a la variable x, entre los dos limites x = x, x = X 

Designemos por x1, x1 , 	 I 
x 1' nuevos valores de x, 

localizados entre esos limites y supongamos que ellos son 

siempre crecientes o siempre decrecientes entre el primer 

ilmite y el segundo 	Podemos usar estos valores para dividir 

la diferencia X - x en elementos 

(1) X1  - x, X2  - x1 , X3 - 	, x - 
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los cuales tienen el rnismo signo. Una vez que se haya hecho 

esto. multiplicarnos cada elemento par el valor de f(x) 

correspondiente al extrerno izguierdo (origen) de ese elemento: 

esto es, el elemento X,, 	x0  será inultiplicado par 1(x0); el 

elemento X - x1  par f(x1 ); 	. . y finalmente el elemento 

X - x 1  por f(xflL); y sea 

(2) S = (x1  - x0 ) f(x0 ) 	(x2  - x1) f(x) + ... (X - x) f(x,) 

la suma de los productos obtenidos. La cantidad S dependerä 

claramente de: 

1Q. El nimero ri de elementos en el cual henos dividido 

la diferencia X - x; 

29. El valor de estos elementos y par lo tanto del modo 

de divisiOn adoptado. 

Es importante observar que Si el valor nurnérico de estos 

elementos se vuolve muy pequefto y el nrnero n rnuy grande; el 

modo de divisiOn sOlo tendrá un efecto insignificante en el 

valor de S. Esto en efecto puede ser probado coma sigue: 

B1BUOTCA 
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Si supuslérarnos que todos los elementos de la diferencia 

se redujeran a uno solo Ia cual seria justamente esa 

diferencial, esto implicaria que 

(3) 	 S = (X -. xo)f(xo) 

Cuando en luqar de esto tomamos la expresión (1) para los 

elementos de la diferencia X - Xo el valor de S. deterrninado 

en ésta por la ecuaciOn (2), sera iqual a la sumà de los 

elementos multiolicados pot una media de los coe€ic1entes 

[Cauchy definiO una media de un conjunto de elementos 

(s, a, 	, a,.,}, la cual 	l designó pot M(a, 	, a,,) 	corno 

una cantidad incluida entre el rninimo y el máximo de los 

elementos de ese con)untol 

Más aun, corno estos coeficientes [Jos f(xk)l son valores 

particulares de la expreslón f[x0 + 8(X - x0)] oara valores de 

8. 0 S 9 < 1, podemos probar que la media en cuestlón es otto 

valor de la misma expreslón, corresoondiendo a un valor 9 entre 

Jos mismos limites 	Pot lo tanto, podemos sustituir lo 

siquiente POE la ecuaclOn (2) 

(4) 	 S = (X - x0) LEXO + O(X -x)I, 

donde 9, sera un nmero menor que uno (pero no neqativo) 	Para 

it del rnodo de division que acabamos de considerar a otto en el 

cual el valor numérico de los elementos de X - x0 son aun más 
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Dequeños, es suficiente dividir cada una de las expreslones (1) 

(esto es Xk - x1. -H en nuevos elementos 	Entonces debemos 

reernDlazar en el lado derecho de la ecuaciOn (2) el producto 

(Xi - Xei)t(Xo) pOt una suma de productos similares para tal 

suma debemos sustituir una expresión de la forma (Xi - xo) f[x0 

+ 90(x1 - xô) I , donde 8 es un numero no necativo menor cue 

uno 	Note cue vamos a tenet una relaciOn entre esta suma y el 

producto (xi - x0)f(xo), la cual es similar a la relaciOn cue 

xiste eritre los valores S dados nor las ecuaciones ( 4 ) y  ( 3 ) 

Simi larmente, debemos sustituir el producto (X2 - x,)f(x) tor 

una suma de términos cue pueden set escritas en la forma (x - 

xJ f(x + Om,,(x2 - XL)) donde 9m desiqna un numero no necativo 

menor cue uno 

Continuando de esta rnanera, finalmente concluimos cue en 

el nuevo modo de division el valor de S será de la forma 

(5) 	S = (Xi - Xo) fiXo + 00(Xi - x0)) + 

(x2 - Xi) f(x + 8L(x2 - xi)) + 

(X - X,--i) f(Xr-i + a,-,- (x - X.,-X)1 

Si en la ecuaciOn (5) hacemos 

fEXcy + e0(x3. - Xo)) = f(xo) ± Ecy, 
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£(xi. + 01.X2 - x.)1 = f(x..) ± Es., 

fx -3. + W_2., (X - X -2.)1 = f(x-) ± En-i, 

entonces obtenemos 

(6) S = (Xi - Xo) (f(X0) ± €] + (X2 - Xi) 

(f(x) ± Li] + 	i• (X - X1,-i) (f(x.-) ± 

€r—. I 

Resolviendo el producto, obtenemos 

(7) S = (Xi - Xe) f(xo) + (X2 - xi.) f(x) + 

+ CX - 	f(x,,-,) ± Ea (Xi 	Xo) ± 

€ 	(X2 - Xi) ± 	± 	(X - X, -:L) 

Podemos agregar que si los elementos 

Xi - Xo, X2 	Xi, 	, X - Xr12.f 

tienen valores muy pequeTos, cada una de las cantidades 

± €0, ± €., ± E2s 	$ Ex, seràn xnuy cercanas a cero y, por 

lo tantô, 10 mismo serà verdad para la suma 

± € 	(Xi. - xc) ± (X2 - Xi) ± 	± €ni—i (X 	Xn,i-3.), 

lo cual es equivalente al producto de X - Xe por una media 

entre estas cantidades 	Garañtizando esto cuando coinparamos 
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las ecuaclones (2) v (7) vemos oue no carnblamos 

ercept1b1etnente el valor de S cuando lo calculamos DOE un modo 

de divisiOn en el cual los elementos de la diferencia X - xo 

tienen un valor numérico muy peque?io si vamos a un sequndo 

modo de divisiOn en el cual esos elementos son derivados de 

otros 

Ahora, suponqamos oue consideramos dos modos distintos de 

divisiOn de la diferencia X - xc,, en los cuales los elementos 

de la diferencia tienen un valor numérico muy peoueño 

Nosotros nodemos comparar estos dos mocios de divisiOn con un 

tercer modo tal que cada elemento, va sea del primero o del 

sequndo modo, es formado uniendo varios elementos del tercer 

modo 	Para satisfacer esta condiciOn, es suticiente que oara 

cada uno de los valores de x puesto entre el limite Xc, y X en 

los primeros dos rnodos, scan usados en el tercero y podemos 

probar que ci valor de S cambia muy poco vendo del primero o 

sequndo modo al tercero Por lo tanto, cuando los elementos de 

la diferencia X - xc, se vuelven infinitamente pequefios el modo 

de divisiOn tiene solarnente un imperceptible efecto en el valor 

de S y si dejamos que el valor numérico de esos elementos 

decrezca mientras que su nümero crece, el valor de S tinalmente 

viene a set, para todo propóslto oráctico, constante, 0 en 

otras palabras, éste finalmente alcanza un cierto limite que 

depende unicamente de la funciOn f(x) y de los valores extremos 

xc,, X, de la variable x 	Este limite es lo que he liamado 

INTEGRAL DEFINIDA 
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2.3. 	TEOREMA FtJUDAKENTAL DEL CALCIJLO 

Una vez que Cauchy definió la integral y estableció su 

existencia, fue capaz de probar teoremas acerca de ésta 	En 

particular, él fue capaz de obtener lo que hey en dIa es 

Ilamado el Teorerna Fundamental del Cálculo 

Si f(x) es finita y continua a través del intervalo [x,X] 

y F(x) 
= x 

f(x)dx, entonces F'(x) = f(x) 

Aun desde Newton y Leibniz, el Teorema Fundamental del 

Cálcula ha sido el resultado cave del cálculo Para Cauchy y 

sus sucesores éste relaciona sus nuevas definiciones rigurosas 

de derivada e integral por medio de un teorema conectando el 

cálculo diferencial con el cálculo integral 	Aunque el mismo 

Cauchy no 10 llamó Teorerria Fundamental del Cálculo, el lugar 

que éste ocupa en el cálculo justifica ampliamente esta 

des ignación 

Cauchy probO el Teorema Fundamental del Cálculo combinando 

dos cosas (a) el teorema del valor media para integrales, ya 

conocido por Lagrange, y (b) Ia aditividad de la integral, 

definida sabre intervalos, un hecho arnpliamente conocido y, 
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para Cauchy, una consecuencla sencilla de la definiciOn de suma 

de la integral 	El paso cave es 

p x 

F(x + a) - F(x) 	f 	f(x)dx - 3 	f(x)dx 
IC 	 XC 

f'*' 	=
f(x)dx = af(x + 9a) 

donde 0 	9 S 1 	El teorema ahora se deduce de la definición 

de derivada de Cauchy 

Los recursos de la demostraciOn de Cauchy son dobles 

a 	La demostraciófl de Lagrange de lo que significa el 

Teorema Fundamental del Cálculo, en la cual hay una 

consideración cuidadosa de expresiones como 

F(x + a) - F(x) 

b 	ProposiciOfles del teorema del valor medio para 

integrales de Lagrange y Lacroix 

Uno tal vez se preguntarla como podria Lagrange probar el 

Teorema Fundamental del Cálculo 91 no tenIa una definiCiOfl de 

integral definida, para 61 la integral indefinida era 
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justamente la antlderlvada 	Aun asi, él DrObO una versiOn del 

teorema 	Lagrange DrobO que f(x) = F'(x) Para una func[On F(x) 

definida coma el area bajo la curva y = f(x) hasta algun x 	En 

efecto la dernostraclón de Laqranqe del Teorema Fundamental del 

Calculo es técnicamente muy similar a la de Cauchy, aunpue las 

bases lOgicas de las detjnjcjone5 son comoletamente diEerentes 

El area balo la curva y = t(x), desde x hasta x + I es 

dada, duo Laqranqe, por F(x + H - F(x) donde F reoresenta la 

función de area 	Suponganios que la funclón f es creclente en 

el intervalo [x,x + ii, en este caso la situación eornétrica 

facllita ver que el area bajo la porciOri de la curva entre x y 

x + 1, se encuentra entre if(x) y if(x 4- 1) 	Esto es, 

If(x) < F(x + 1) - F(x) < if(x + 1) 

por supuesto el resultado es obvlo 	Pero Laqranqe continuO la 

serie de Taylor con residuo implica clue 

(x + 1) = f(x) + If'(x + 8) 

F( 	+ 1) = E(x) + iF'(x)+ (- fl ) F"(x + 8 

Observe que los dos 8 son diferentes en f y F, par lo tanto 

obtenemos 
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f(x) S IF'(x) + (.._) F" (x + 9) 5 i.f(x) 4- if'(x + 9) 

Pot conslquiente 

(*) 0 	 - t(x)1 * ( i2  
-) (F!1 (x + ØH S i 	€(x + 8) 
2 

Para todo i, tan Dequeño coma se ciufera 	Par La tanto dijo 

Laqrance, F'(x) - f(x) debe set cero 	Si no, él seFa16 que 

** 	 1I < I F"(x) - f(x)f 
+ 9) - -F"(x + 9) 11 

2 

hace (*) falso 	Por consiquiente se deduce que 

F'(x) = f1(x) 

Las series de Taylor en la demostraciOn de Laqranqe tienen 

el mismo rol loqico que el teorema del valor media para 

derivadas en la demostraciOn de Cauchy 	Laciranqe realiz6 su 

demostración del teorema con un tratamiento sofisticado de las 

desiqualdades relevantes Esta sexneianza están suficientemente 
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cerca a sugerir influenc..as en Cauchy, posiblemente directa, 

posiblemente a través del trabajo de Poisson 	Pore la 

demostración de Cauchy tiene lirnitaciones derivadas do su 

contexto, y no do su lOgj.ca interna Lagrange asumiO, al igual 

que Poisson, que la función F tiene segunda derivada esto es, 

él expilcitarnente usá la hipótesis que I tiene, 'tanto derivada 

come antiderivada Más sun, él no definfó ni area ni integral, 

y su demostraciOn requiere que la funciOn sea monótona 	Per 

tanto, el no tenla la esencia de is demostración de Cauchy del 

Teorema Fundamental del CálCulo 

Para adaptar la demnostraciOn de Lagrange para sus propios 

propásitos, Cauchy tuvo quo definir y probar la existencia de 

F 	91 10 hizo 	Más aun, tuvo que encontrar y probar Un 

resultado equivalente al resultado siguiente 

if(x) < F(X + i) - F(x) < if(x + i) 

pero no limitado a las funciones monOtoflas 	91 hizo esto 

usando el teorema del valor medio para integrales definidas 

El teorema del valor medlo para integrales fue derivado,, tanto 

por Lagrange como por Lacroix Cada uno 10 derivO a partir del 

lema de Lagrange, quo dice que una funciOn con derivada 

positiva en un intervalo, es creciente en ese intervalo 	Pero 

cada uno de ellos definiO la integral come la inversa de la 

derivada y, per lo tanto, consideran este teorema como una 
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variante del teorema del valor media Para derl.vadas 	Debido a 

cjue Cauchy visualtzO La inteqral coma una suma y no coma una 

antiderivada el necesitO una nueva demostraciOn del teorema del 

valor medlo Para inteqrales 

El teorema del valor media Para Intearales fue establecido 

par Cauchy, como sique 

fire
M 

f(x) dx = (x - x0) fix0 + 9(x - x0H, 0 	9 	1 

l derivO este teorema a partir de uno de los pasos en su 

demostraciOn cjue el modo de division no afecta el valor de la 

lriteqral definida 	Una vez màs Cauchy ha tornado un resultado 

ya conocido, La ha dado una base lóqica diferente y lo ha usado 

Para un propOsito totalmente diferente 	Bsado en una 

demostración aceptable del teorema del valor medio La 

demostraclOn de Cauchy del Teorema Fundamental del Cálculo 

puede usarse hoy en dia 

2 3 1 	DEMOSTRACION DL TEORXA FUNDAMENTAL DEL 

CALCULO, DADA POR A CAUCHY 

Si en la integral definida 	f(x) dx dejamos aue uno de 
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los limites de lntegraclón pot eiemplo X, vane, la integral 

misnta variarà con esa cantidad 	Y si el limite X ahora 

variable, es reenDlazado pot x, obtenemos como resultado una 

unción de x, la cual es ilamada una integral tomada desde el 

oriqen X = Xe 	Sea 

' 
(1) F(x) = j K f'(x) dx f 

la nueva función 	A partir de 

f x 
f(x) dx = (x - xo) f(x, + G(x 	x0)i 

Ze 

den ivamos que 

(2) F(x) = (x - Xe) f(Xc, + •(X 	xc,)1, F(x) = 0 

donde o < e < 1 

También a partir de 

f(x) dx = fX* 
f(x) dx + 
	

f(x) dx, donde Xc I € < 
 

se obttene 



47 

1(x) dx 
- 

r 
 f(x) dx = f 	f(x) dx = af(x + f Jr. 

o sea, 

(3) 	 F(x + a). - F(x) = af(x + Oa) 

De las ecuaciones (2) y (3) se deduce que la funcián f(x) es 

finita y continua en la vecindad de algun valor particular de 

la variable x 	La riueva 'funcidn (x) será no solaniente firiita, 

sino también continua en la vecindad de ese purito, puesto que 

a un incrernento infiriitamente pequeño de x le corresponde un 

incremerito infinitamente pequeflo de F(x) 	Por lo tanto, si la 

función f(x) perinanece finita y continua desde x = x0  hasta x 

= X, lo mismo le ocurre a la función F(x) 	Más aun, si los dos 

'miembros de la fármula (3) son divididos por a, concluimos,, 

pasando por el ilmite, que 

F'(x) = 1(x) 

Por lo tanto, la integral (1), considerada como una función de 

x, tiene como su derivada la función f(x) bajo el signo de 

integracidn J 
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2.4. 	cXWJRIBUC IoN DE DI RIHLET 

Para Cauchy la condición de continuidad estaba impilcita 

en la definiciOn de lo que para él era una función Pero come 

sabernos, maternáticos come Fourier, Lagrange y el mismo Cauchy, 

se habian interesado en estudiar la integral de una funciOn 

discontinua en un conjunto finite de puntos a funciones 

seccionairnente continuas 

Peter Gustav Lejeune Dirichiet (1805-1859), fue el primer 

matemãtico en ilarnar la atenciOn de la existencia do funciones 

que son discontinuas sabre un conjunto infinito de puntos en un 

iritervalo firiito y se planteó el problenia de extender el 

concepto do la integral a funciones de esta naturaleza 	Con 

este planteamiento, Dirichiet deja sin responder la siguiente 

pregunta 6 Hn qué caso as una función integrable 

A raIz do la pregunta formulada par Dirichiet, Bernhard 

Riemann (1826-1866), inicia su propia investigaciOn quo, como 

sabemos lo llevO a resolver en parte el problema planteado 

Fue Lebesgue quien finalmente pudo dar respuesta a la pregunta 

dejada par Dirichiet 



2.5. 	INTEGRAL DE RIEMANN 

En sus investigaciones acerca de la pregunta dejada sin 

responder pot Dirichiet, Rlernann buscó disminuir completarnente 

el requerimiento de Cauchy de continuldad para el integrando 

Para hacer esto, él definiô la integral definida conio sigue 

Varnos a tomar entre a y b una secuéncia de valores 

Xi., X, 	, x.--L, ordenados en extension de a a b, y 

designemos x]. - a = 6, X2 - X. = 621, 	 , b - 	= 6-,, 

además, dejemos a Ej set numeros positivos ms pequeños que la 

unidad 	Es dare que el valor de la suma S = d. f(a + €(3) + 

62 f(x]. + E52) + 	4- 6., f(x.--L + 	 dependerá de la 

escoqencia del Intervalo 6 y las fracciones de € 	Si pot 

cualquier cosa 3 y € pueden set escogidos, tienen la propiedad 

de aproximarse indefinidamente a un limite tijo A cuando 6 -. 0, 

estet llmite es liamado el valor de la Integral definida 

pb 
f, f(x) dx 

Comparando la definiciOn de Riemann con la dada pot 

Cauchy, uno observa que no sOlo Riemann no hace referenda a la 

continuldad del integrando, sine que al format la suma S él 

multlplicO cada sub-intervalo ó, pot el valor de la funciOn, no 

al comienzo del intervalo, sine en un punto arbitrario dentro 



del intervalo 	Riemànn entonces, extendiO su definición de la 

integral definida a aquellos casos en los quo el integrando se 

hacla infinito en un punto x = c en el intervalo [a,b] 	En 

concordancia con la definiciOn del valor general do Cauchy para 

tales casos, Riemann escribió 	"Si la cxpros.zán 

r&1 f(x)dx 
+ 	

1(x) dx 
JC+a2  

se aproxima a un itmite fijo cuando a1  y a2  se hacen 

infinitamente pegueflos, entonces este es el lmnute el CuLl uno 

designa por 	f(x) dx" 

La definiciOn de Riemann marco el comienzo de la teorla de 

las funciones discontinuas con la quo él fue capaz de construir 

una función integrable, la cual so hace discontinua un numero 

infinito de veces en cualquier intervalo do cualqu.]20r modo 

pequeño 

Antes do poder estudiar las extensiones de la integral do 

Riemann, Os necesario revisar algunos conceptos preliminares 

concernientes a la integral do Riemann 
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DEFINICION NQ I 

Una partición P de Ia,b) es un sub-conunto finito 

P = (xo x3. x2, 	 x,.} de (a b), tal cue 

a = XO < X3. < X2 < 	 < X = b 

En otras palabras una partiCLDac16n de (a b) es un 

coniunto fxnito y ordeado P de puntos de (a,bl tal aue a b E 

P La familia de todas las particiones de (a bi la denotaremos 

P(a,b) 

DEFINICION NQ 2 

La swna inferior de f correspondiente a la participación 

P es denotado pot L(P,f) y definida por 

L(P,f) = 	m. AXL = E12.1 m,(Xi 
- Xt-L) 

donde 

= tnf Mx) 	x € Ii = IXt-3,X0} 

De jqual manera, la suma superior de f correspondiente a 

la partición P es denotada por U(P,f) y definida por 
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U(P,f) = 	ml Axi = 	Ht(xL - Xi-,..) 

donde 

Mt = Sup {f(x) 	x E tt = (Xi-,. Xt)} 

DEFINICION NQ 3 

Sea f 	(a bi •. R una función acotada 
	

La integral 

inferior de f en I es denotada por 

f dx 

y definida nor 

f b 
f dx = Sup IL(P,f) 	P € Pta bl} 

De iqual manera, la integral superior de f es denotada nor 

fA f dx 
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v definida oor 

f 3 f dx = mt IU(P,f) 	P E P(a j bI} 

OEFINICIÔN HQ 4 

Sea f 	Ea,bJ -. R una funciôn acotada 

f es Rlemann inteqrable en Ia,b Si 

f dx = 
s f dx 

En este caso la inteqral de Riemann de f en (a bi se 

define coino el valor comin 

f
b 

f dx = 	f dx 
a 	 fe,  

y por 10 qeneral este numero es denotado øor 
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f
b f 6 fbfdxO f f (x) d 

2.6 TEOREMA NQ I. 	(CRX'rERIO DIR 

INTEGRABILIDAD DE RIEMANN) 

Sea f 	(a bi 	R una funcióa acotada en (a bi Entonces 

f es integrable en Ia,b] si y solo si para cada € > 0, exlste 

una particiOn P de (a bi tal que 

0 SC U(P,f) - L(P,f) < € 

Detra1ôn 

Suponqamos cue Para cada € > 0, existe una particiOn P de 

(a bi, tal aue 

0 5 U(P,f) - L(P,f) < € 

Para cada particiOnde P de (a bi tenemos que 

L(P,f) < 	f dx S 
3 
f dx < U(P,f) 

For lo tanto, 
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fal 	 s 
£ dx - 

fb 
f dx < U(P,f) - L(P U 

Sea € > 0 	Lueqo, existe una parttciOn P de Ia,bI tal aue 

o < f
J 
f dx - 
	

f dx < U(P U - L(P U < € 

Asi pues 

0 < f f dx 
- 	

f dx ( € 
 fa 

ara todo € > 0 por consiquiente 

f tdx= 1: f dx 

v f es inteqrab].e 

Irwersamente, supongamos que f es lnteqrab].e en ra,b 

luego 

fal f dx = 	f dx = 	f dx 
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Sea E > 0 	Por las definiciones de supremo e Infimo, 

tenemos que existen particiones P1, P2 de [a,b], tales que 

L(P1,f) > 	f dx - - 
f4,  2 

y 

IE  tJ(P2,f) 
< 15 

 f dx 4- - 
2 

Sea P = P1  U 	P2 Coma p 85 Un ref inamiento de P1  z 

puesto que P1  c P y P2 c P, tenemos que 

t(P,f) i! L(P1,f) > I f dx - I 
2 

FE  U(P,f) < U(P 2 ,f) < P f dx + - 
Ja 	 2 

Par lo tanto 

0 S U(P,f:) - L(P,f) < j 
f dx - I f dx + € = 
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a sea, 

0 < U(P,f) - L(P,f) < E 

El conjunto de las funciones integrablkes  seguri Riemann en 

el [a,b] 10 denotarernos par R(ra,b]) 

2.7. 	EXTENS IONES DE LA INTEGRAL DE RIEMANN 

Tenemos ya todo el material requerido, concerniente a la 

integral de Remann Asi podemos encontrar justificación para 

la usual expresiOn 

f 2 _i. dx = 2( vT - 1) 

En efecto f [1,23 4 R, definida par f(x) = -- es continua en 

[1,2] 

Sea F(x) = 2 	, entonces F' (x) = f(x), para todo x de 

[1,2] 	AsI par el Teorema Fundamental del Cálculo 
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f_? dx = F(2) - F(1) = 2( 	- 

Sin embargo no podemos encontrar justi.ficaciOn para la 

expresión también usual 

f dx = 2 (SIT - 	= 2 (*)  rx Jo 

puesto que la función f (0,1] -, R, definida por f(x.) = --- no 
fx- 

es acotada en (0,1], o sea que para cualquier valor dado a 

f(0), una funciOn f [0,1] 4  R, que satisfaga 

f(x) 	_!- , 0 < x 	1, no estã acOtada y la definicián de 
Vrx- 

integral de Riemann no se aplica 

Observamos que para todo y, 0 < y S 1, la funciOn antes 

definida pertenece a R[y,i.) y 
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f d x = 2 (1 - 
Y 

Como 	-. 0 cuando y -. 0, se deduce que (*) vaidria 

	

2(JT - 	Si interpretamos el segundo término como 

urn 	dx 
y-o' fy' 

Eritonces puede extenderse este procedirniento para tratar 

funciones que se comportan mal en un punto interior o en puntos 

exterLores de la,bl 

DEFINICION NQ 5 

Una funcióri f [a,b]' R se llama integrable segn Cauchy-

Riernann sobre (a,bl si 

	

1 	El conjunto Se = fx € [a,bJ f no es continua en x} 

es finito 

2 	Existe una funciôn continua F (a,b1 	R que es 
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dlferenclable en cada punto del conlunto (ä,b) - se 

y cue satisface F'(x) = f(x) para todo 

x ff (a,b) - 

NotaciOn 

Representaremos la familia de todas las funciones Cauchy-

Riernarin inteqrables en [a,b) por CR (a,b] 

TEOREMA NQ 2 

Sea t G CR ta,b) y denotaremos pot F la familia de todas 

las furiciones F (a,b) -. R gue satisfacen la condicidn (2) de 

la defirtición anterior 	Fntonces existe Un nurnero real a tal 

cue nara todo F 	F 	F(b) - F(a) = a 

Demostrac i on 

Sean F, G if F., entonces F-G es continua en [a,b] y 

(F - G)'(x) = F'(x) - G' (x) = t(x) - f(x) = 0, para todo x E (a,b) - S 

Por consiquiente F - G es constante en (a,b) y por lo tanto 

existe 4m > 0, tal que 

F(b) - F(a) = (b) - G(a) = 
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Ast Dues para todo F € F, F(b) - F(a) = 

DEFINICIÔN NQ 6 

Sea t E CR (a,b] 	E. nómero a dado por el teorerna 

anterior es ilamado la Intera1 Cauchy-Riemanri de f en (a b1 v 

es denotado por 

fa
h  
f dx (CR)  

Volvathos a nuestro primer e)emplo 	Sea f (0 1 	R 

definida por 

x € (0 11 

f(x) = 

0 	 x0 

Aqui Se 	{O} y si tomamo F(x) = 2 	x E (0 1), 

entonces F (0 11 	R es continua en (0,11 y diferenciable en 

(0,1) - Sr = (0,l) COfl 
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F*(x) = 1 
- - f(x), x € (0 1) 
rx 

Luego, f € CR [0,1] y 

1 1 CR 	- dx = F(1.) - F(0) = 2 
fo ~X- 

TEOREMA  NQ 3 

Sea, f [a,b) 4 R 	f E CR ([a,b)), si y sóio si existe 

algun subconjunto finito S de (a,b) (no necesariamente S1) y 

una func ton continua F Ca,bl -, R, ta],. qua £ as continua en 

[a,b] - S y F'(x) = f(x) para todo x e (a,b) - S 

Demostración 

CondiciOn necesaria (-) 	Supongamos que f € CR (a,b), 

entonces podernos tomar S = S y el resu].tado se deduce de la 

defanición de integrabilidad segun Cauchy-Riemann 

Condición suficiente (.-) 	Supongamos que existe un sub- 

conjunto finito S de (a,b] y una función continua 

F fa,bJ 4 R, tal qua f as continua en 
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(a,b) - 5, y, F(x), Para todo x e (a b) - S 

Como f es continua en (a bi - S se tiene aue 

(a bi - 5 c (a bi - Se V Se c S por lo tanto (a b) - St sélo 

contrene un numero finito imàs de elementos aue (a,bl - S o 

sea, 

Ia,bl - S, = (ta,bl - 5) U (xi., X3, 	, 

Suponqamos Drimero, que (a bi - St = ((a,b) - S) U {Xo} 

o sea S - S, = (Xo) y S = S, U (xc, } 	Entonces existe 13 > 0 

tal que f es continua en (XO - 13, X + 61 	Has aun 

F'(x) = f(x) Para todo xe (xc, -13, Xc, + i5), X 0 Xo 	Como 

f (Xc, 	iS, Xe + dl 	R es continua, la función 

G (Xo 	6, Xo + 131 	R 

definida oor 

G(x) 
= 	

€ at 
fx,*  - 4 

es continua en (Xe 	13, Xe + iS) y diferenciable en cada punto 

de (Xc, - 6, Xo + 6) 	Ahora bien, G - F es diferenciable en 

(Xo 	6, Xe 4 6) - {x}, y 

Para todo x E (xc, 	13, Xc, + 6) - (Xo}, (G - F)'(X) = 0 
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Por 10 tanto como G-F es continua (Xe - ö Xe + (5) 

existe una constante C tal cue 

(C - F)(x) = C Para todo x 	(xc, - (5 Xe + 61 

C(x) = F(x) + C, Para todo x E (xc, 	6 Xe + ô 

La £unclón F + C es diferenciable en (xo - *5 Xe + *5) (puesto 

cue C es diferenciable en (Xc, 	6 Xo + 6)) 

Deftnamos ahora la función H (a bI -. R 

H(x) = F(x) + C 

Como H(x) = G(x) Para todo x e (Xø - 6 Xe + 45) se t.ene cue H 

es continua en (a,b) y diferenciable en 

(a,b) - Se y H I(x) = F'(x) = E(x), Para todo x e(a,b) - S. 

Por lo tanto f E CRLa,bI 

En el caso de que S - So  contenqa más de un punto se 

procede por Inducción en forma similar 

Asi pues, € if CR ((a,b)) 
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1E0-REMA NQ 4 

Si. E, g € CR ((a,b,)) y 1 € R, entonces 

f 4. g, 1 f € CR (ta,b)), y 

(CR) 	(f + g) dx = CR 	dx + (CR) fa, gdx 

(CR) 	).dx = A(CR) 	fdx 

Demostzación 

Como f, g C--CR ((a,b)), existen sub-coniuntos Linitos Si., 

S2 de a,b) y funciones continuas F (a,b) 	R, G (a,b) 

tales que I es continua en ta,bJ - S3., g es continua en 

(a,b) - S2 y F'(x) = 1(x) para todo x E (a,b) - S,., 

G'(x) = g(x) para todo x € (a,b) - 52 

Sea S = SL U 52, entonces f y g son continuas en 

(a,b] - 5, y S c (a,b) es finito 	Sea H (a,b] 	R, definida 

por H(x) = F(x) + G(x), entonces H es continua en 
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(a b) v vara todo x € (a b) -S se tiene que 

H'(X) = F'(x) + G'(X) = f(x) + q(x) 

Por lo tanto 	£ + q E CR ((a,bI), v 

(CR) 	(f + q)dx = H(b) - H(a) = (F(b) - G(b) + F(a) - G(a)) 

= (F(b) - F(a) + (G(b) - G(a)) 

o sea 

b rb 
(CR) 	(f + q)dx = (CR) 	fdx + (CR) 	dx 

111 

Para la otra parte de 1a demostración Sea H (a b) 	R 

definida por H(x) = ).F(x) 	Entonces H es continua en (a,b) y 

para cada x E (a,b) - S se tiene ciue }1'(x) = ),Fl(x) oor 10 

tanto If 	CR(Ua,b1) además 

(CR) 	Itdx = H(b) - H(a) = IF(b) - AF(a) 

= I(F(b) - F(a)) 

= 1(CR) 	fdx 

91 siquiente teoreina establece una conexiOn entre la 
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TEOREMA t49 fi 	Sea £ [a bi 	R una funclón continua en 

(a b) f E CR(a bi, Si y solo si 

urnfb fdx existe 
ys6 7 

En tal caso 

(CR) 	fdx = liiref'fthc 

Demostración 

cQnd1cin_suici.eJ1t () 	Suponqamos que 

Urn
fy

b 
 fdv  

y*a  

existe y denotémoslo por - 

Definamos la función £ (a,bJ 	R por 

-fr'  
sia<y5b 

F(y) = 

-e 	 si y = a 
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F es continua en cualquier ounto v C. (a b) v de la 

definiciOn de a o sea at = ilin F(y) 	se deduce aue F es 
y.a 

continua en (a,bl 	Además, del "reorema Fundamental del 

Cálculo se obtiene aue F(y) = -(-f(y)) = f(v) para todo 

y 	(a b  

Ahora been, como Se = la} y (a,b) - Sr = ( a,b), se tiene 

que f € CR((a bi) y 

(CR) 	fdx = F(b) - F(a) = -(-a) 	a 

Condiätón necesaria 	Suponqamos que f € CR (a b) 

Coma antes, Se = {a} v existe üna funcl6n continua 

G (a bi . R que es diferenciable en todo punto de (a,b) con 

= f(y), para todo y E (a,b), y 

(CR) 	fdx = G(b) - G('a) 
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Para cada y e (a bi sea 

h 

f F(y) = 	fdx r 

Entonces F (a bi - R es continua en (a,bJ v diferenciable en 

todo ounto de (a b) con F'(v) 	- f(v) para todo y € (a b  

Lueqo G + F es continua en (a bi y tiene derivada nula en todo 

punto de (a,b) 

En consecuencia G + F es constante en cualquier sub-

iratervalo cerrado (v bi de (a bi v oor lo tanto 

(G + F)(y) = (G + F)(b) para todo v € (a bi 

0 sea, 

F(y) = G(b) - c(y) 

Pero como Gies continua en (a,b), urn G(a) existe y es iqual a 

II 

C(a) 	Lueqo se saque que urn F(y) existe y es Lcua1 a 
ya 
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G(b) 	G(a), esto es, 

llm fbfdx= (CR)f b fdx  

El alcance de la integral de Riemana está limitado a 

funciones definidas an iritervalos acotados 	Trataremos de 

dafinir la integral de funciones definidas an intervalos no 

acotados 

DEFINIC16N)Ng 7 

	

Sea a € R y f (a,co) 4  R 	Se dice qua I as Cauchy- 

Riemann integrable sobre [a,) y escribimos f e CR ((a,m)) si 

f/(a,y] € CR([ay]) 

Para todo y > a (f/Ca,y]  es la restricción de f al conjunto 

[a,y]), y 

lim (CR) 	fdx 	existe 
Y"M 	 fay  

Si se cumplen estas condiciones, el Ilmite indicado as el valor 

de integral Cauchy-Riemann sobre (a,w) y ].o represeutaremos por 
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(CR) 	fdx, 

o sea, 

(CR) 	fdx = liin (CR) 
fal~ 

fdy 
fa 

Ejemplo 	Sea f [1,) 4 R definida per f(x) = 	, entonces 
x 

f/[1,y] es continua para cada y > 1, por lo tanto, 

f/[1,y] C CR(51,y)) 

y 

(CR) 	fdx 
= f) 	= 	1 fly  y 

tor lo tanto, 

urn (CR) 	fdx = I 
fly 

Luego, 
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Integral de Riemann y la Integral de Cauchy-Riemann 

TEOREMA NQ 

Si f es continua en [a,b], entonces f es, a la vez, 

Riemann integrable y Cauchy-Riemann integrable en (a,bJ y 

f  b 

	 b 
fdx = (CR) 	fdx 

4, 	fs 

Demos trac jón 

Suporigamos que f Ea,bi -. R es continua y definamos la 

función F (a,bl . R por 

F(x) = fA 
fdx 

Entonces F es continua en (a',b) y diferenciable en (a,b) y 

F*(x) = f(x) para todo x E (a,b) 
	

Luego, podemos tomar S = $ 

Asi pues, f € CR(a,bI y 

	

(CR') f&j  fdx = !F(b) - F(a) = 
	

fdx  fa 



f e CR(1,a) y (CR) 
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DEFINICION NQ 8 

Sea a e R 	f (-,a) - R, se dice que f es Cauchy- 

Riemann integrable sobre (-co, a] y escribiremos f E CR (-w.a]) 

si f/[y,a)  E CR ([a,y]) para todo y < a, y 

lim (CR) 	fdx 
3r-- 	fy existe 

En este caso escribiremos 

CR fm fdx = 13..m CR f a 
 fdx 

DEFINICION NQ 9 

Sea f .R -' R Se dice que f es Cauchy-RleJnaJlfl integrable 

sobre R si f G CR ((-,O]) y I E CR (O,w)) 	En este caso 

escribiremos 
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(CR) f fdx = (CR) jfdx 1- (CR) fdx  fol, 

TEOREMA NQ 7 Sea f (a 	) R una función 	continua 

Eritonces f 6 CR([a,)) si y solo si Para cada € > 0 existe un 

Xo 2 a tal que 

f
7 
fdxl < E siempre que Xc 5 X < 

Demostraei&a 

Condtcin necesazj. () 	Suponqamos que f € CR ((a 	) 

entonces 

liia (CR) 	fdx = ha 	fdx = K 	existe 

(Recordemos que f € C(a,yJ 	f € CR(a vi) 

Sea E > 0, entonces existe Xo 2 a, tal QU€ 

I '  fdx - ki < .. , Para todo z > xo 
fs 
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Sean x y e (a ) tales que x0 5 x < y, entonces 

i i: fdxl = i 	fdx 
- fx fdxl 	i f.' f dx - ki + i fa £ dx -ki 

I + I = € 
2 2 

çpnd id ó 	Lcjte () 

Como E es continua en la, y) oara cada y ? a 

f/(a,yJ E CR ((a,y) 

Para cada n E N, a > a, definamos el nmero 

Probaremos que {t} es una sucesión de Cauchy en R Sea 

> 0, entonces por hipótesis existe Xo Z a, tal que 
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i f:  -7  €dx < € 

Stempre Que x0 5 x < y 	Sea No un numero natural No 2 X0 v 

sean n, in € N, con n, m 2 N0, n < m, entonces 

a 
- tp = 	fdx - fa 

fdx 

f: fdxj < £ 

puesto aue Xo 5 n < m 

Asi pues, {t7,} es una sucesiOn de Cauchy 	Pot lo tanto, 

existe t e R, tal que t 	t 	Probemos que 

limf'fdx 

existe y es Iqual a t 

Sea E > 0, entonces existe no Cr N, tal que 

It, - t, 	< €/2 



Para todo n.m c N tal que m > n n0, y además 

fdx lS 	, Para todo n0 sx<y 

Ahora bien, Para todo y > n0, Se tiene que 

i fay fdx - t 1 5 i fay f dx - trJb I •'- I tb1i - tI 

f fdx -f A% fdxl + 

~ I f' fdxl + - 

2 

s-+ - =e 
2 2 

77 

Asi pues, 

lim fy fdx = t, 
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par corisiguiente, f c CR ([a,)) 

Existe un resultado similar al del Teorema 7 para una 

función definida sobre un intervalo del tipo (-a,ca) 

Para finalizar este capItulo, queremos puntualizar que la 

integral de Cauchy-Riemann también se puede definir para 

funci'ones definidas sabre intervalos que no sean cerrados y lo 

dejamos coma tarea de investigaclón para 1as personas 

interesadas en esta area de la Matemática 



CAPITJLO III: 

FoII M 



3. 1. 	FUNDAHENTOS EPISTEMOLOGI(X)S 

La preocupaciOn por el conacirniento erroneo, par las 

condciones que 10 hacen posible y por la funciones que puede 

desempeñar en el dominio y avance do la ciencia, ha ocupado 

parte importante de las reflexiones de la ciencia y 

epistemólogos, entre los que se destacan Popper, Bachelard, 

Russel y Lakatos 

Los errores formari parte de las producciones do los 

alumnos durante su aprendizaje de las matemáticas Los errores 

SQfl datos objetivos que encoritramos permanentemente en los 

procesos de enseiianza y aprendizaje de la matemática, 

constituyen un elementa estable do dichos procesas 	Par otra 

parte, siendo un objetivo permanente de la enseñanza de las 

maternáticas en el sistema escolar, lograr un correcto 

aprendizaje do las ruismas par parte do todos los alumnos, es 

clara que las producciones o respuestas incorrectas a las 

situaciones que se plantean so consideran coma seflales do 

serias deficiencias e incluso fracaso en el logro de dicho 

obj etivo 

Par ella el estudia de los errores en el aprendizaje de 

las matemáticas ha sido una cuestiOn do permariente inters en 

EducaciOn Matemática, quo tiene una larga historia y so ha 

caracterizado par aproximaciones e intereses muy diferentes 
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En cada época el análisis de los errores en EducaciOn 

Matematica se ha vista orientada par las corrientes 

predominantes en pedagogla y psicologla, también ha estado 

condicionado par los objetivos y formas de organizaciOn del 

curricula de matemática en los correspondientes sistemas 

educativos 

Popper propone reemplazar la pregunta acerca de las 

fuentes de nuestro conocimiento como pregunta fundamental, por 

la pregunta totalmente diferente 	6 C6mo podemos detectar y 

eliminar el error9  Esto conileva admitir el error coma parte 

constituyente de nuestra adquisiciOn del conocimiento 	Las 

organizaciories insuficientes a claramente defi.cientes, las 

hipótesis tentativas, las conceptualizaciones incompletas son 

parte legItima de nuestro acceso al conocimiento, forman parte 

de nuestro modo de conocer 

La noci'ón del obstáculo epistemológico fue introduc.do por 

el episternOlogo y filósofo, Gaston Bachelard, en un libro que 

apareciO en 1938 baja el tItulo "La formacl6r2 del espIritu 

cientIfico" 

Bachelard planteó la noción de abstáculo epistemológico 

coma una explicación para esa aparición inevitable de errores 

que hemos vista, constituye parte irnportante do nuestro avance 

en el conocimiento 	Asi, el comienzo de su obra glosa las 
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siguientes ideas 

Cuando se investigan las condiciones psicoldgicas 

del progreso de la ciencia hay que plantear el 

problerna del coriocirniento cientIfico en términos de 

obstáculos, an el acto mismo de conocer, 

Intimamente, en donde aparecen, por una especie de 

necesidad funcional, los entorpecimientoS y las 

confusiones, es ahi donde rnostrarernos causas de 

estancamiento y hasta retrocesos, as ahi donde 

discerniremos causas de inercia, quo liarnaremos 

obstáculos epistemológicos 

Segun la inforrnacián revisada, el primer texto do 

didáctica de la maternática donde aparecen por primera vez Ia 

noción do obstáculos epistomolágicos, as aquel sobre la 

coriferencia presentada en 1976 por Gay Brousseau, an la 

Conferencia del CIEARM an Suiza, an donde Brousseau deja 

entrever que la noción de obstáculo as el medio do carnbiar el 

status de error, pues sefiala 

"El error y el fracaso no tiene el coinetido 

sirnplificado que a veces queremos atribuirles 	El 

error no es solamente efecto de la ignorancia, do la 

incertidumbre, del azar, segun se crela on las 

teorlas empiristas o conductista del aprendizaje, as 
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el efecto de un conocimiento anterior, que tuvo 

interés, éxito, pero que después se revela falso o 

simplemente inadaptable 	Los errores de este tipo 

no son fortuitos e imprevisibles, se constituyen en 

obstáculos" 

Un obstaculo se manifiesta por media de los errores, pero 

los errores no son debido al azar 	Ellos son fugaces, 

erraticos, reproducibles, persistentes 	No desaparecen 

radicalmente, se resisten, persisten y hasta después 

reaparecen, se manifiestari par un perlodo posterior al perlodo 

en el que el sujeto rechazO el modelo defectuoso de un sistema 

cOgflitiVcD consciente 

Es por ella que es necesarlo un flujo suficiente de 

situaciories nuevas que lo desestabilicen, lo hagan incapaz, 

inutil, que lo oblique a retomar o rechazar los conocimientos 

De esta mariera, para superar un obstáculo se exige un 

trabajo de la misma naturaleza que el que se exige para la 

adquisición de un conocimiento, es decir, se necesitan 

interacciones repetidas, la dialéctica del alumna con el objeto 

de su conocimiento 

3.2. 	CLA5 I FICACION DE LOB OBSTACOLOB 

Brousseau distingue cuatro tipos de obstáculos que se 

diferencian par su origen 
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3 2 1 	Obstáculo de origen ontogénico 	Está ligado a las 

limitaciones de las capacidades cognitivas del 

alumno en su proceso de aprendizàje 

3, 2 2 	Obstáculo de origen didáctico 	Está relacionado 

con el sistema de enseñanza en que Se encuentra 

inmerso el alumno 

3 2 3 	Obstáculo de 	origen epistemológico 	Estã 

relacionado al conocimiento mismo 

3 2 4 	Obstáculo de origen cultural 	Está ligado al 

contexto cultural 

A continuación presentaremos obstáculos detectados en el 

procêso de erisefianza-aprendizaje de la integral, que de acuerdo 

con la clasificación dada por Brosseau, son obstáculos de 

origen didácticos y de origen epistemológicos 

3.3. 	SOBRE 11A NO COINCIDENCIA DE LA INTEGRAL 

DEFINIDA Y DE PRINITIVA DE UNA FUNCIÔN 

En el proceso de la ensefianza de la integral nos 

encontrarrtos que, tanto los lthros de cálcuio como los 

profesores responsables de los cursos de cálculo, señalan que 

la derivación e integración son procesos inversos, tal como se 
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considero du.rante todo el siglo XVIII Afirinaciones de esta 

naturaleza se convierten en obstaculos epistemologicos de 

origen didactico, desde el Inoinento que el docente no presenta 

ejeinpios que •ilustren la no coi.ncidencia de estos conceptos, 

es decir, ejemplos de una funcion que tiene primitiva y no es 

integrable, e inversamente, ejemplo de una funcion que es 

integrable y no tiene pri.mitiva 

Es necesario, entonces, que al estudiar el proceso de 

integracion se aclare bajo que condiciones los procesos de 

derivacion e integracion son conceptos equivalentes 

Para presentar los ejeinpios referidos se nos hace 

necegario revisar el Teorein.a de Darboux Veamos antes, sin 

considerar su demostracion, el siguiente lema 

Sea I c R tin intervalo, sea f 	I -4 R, sea c E I, y 

supongase que f tiene una derivada en c Entonces 

a 	Si. f' (c) > 0, entonces hay un numero de 6 > 0 tal 

que f(x)>f(c) paraxc I tal que c<x<c+8 

b 	Si. f' (c) < 0, entonces existe un numero 6 > 0 tal 



que f(x) > f(c) para X E I tal que C - S < x < c 

3 3 1 	TEOREMA DR DARBOUX 

Si f es derivable en I = [a,b] y si k es un nurnero entre 

f'(a) y f'(b), entonces hay por lo menos un punto c en (a,b) 

tal quo f'(c) = 

Demostrac iOn 

Supongamos que V (a) < k < f' (b) y definainos g I 4 R por 

g(x) = k(x - a) - f(x) 	Puesto que g es continua en I, es 

claro que g es derivable an I, ella alcanza un valor maxima en 

I 	Coma g' (a) = k - f' (a) > 0, do la parte (a) del lerna 

anterior se infiere que el máximo de g no ocurre en x = a De 

igual manera, puesto que g' (b),  = k - f(b) <0, por la parte 

(b) del lema anterior se infiere que el máxirno de g no ocurre 

en x = b For consiguiente, g alcanza su maxima an alguri punto 

do c de (a,b) 	Entonces, par el Teorema del Extremo Interior 

se tiene 0 = g'(c) = k - f'(c) 	Por tanto, 

f'(c) = k 

Ahora presentaremos una funciOn que posee primitiva y no 

es integrable an un intervalo cerrado 	Para ello, 



consideraremos la función 

I [-1,1J 4 R 

definida pot 

I "en!_!cos2-,six#0 
I 	x2 	x 2  

f() = j 
L 0 ,six=0 

Probeinos que La funcLón F [-1,11 4 R defitu.da pot 

six *0 
) 2 

F(x) = 
0 ,six=0 

es una primitiva de f en (-1,11 

En efecto, si. x * 01 entonces 

F' (x) = xsenL - -!Cos  
X2 X X2  

= f(x) 

Si x = 0, 

F'(0) = Urn F(O +h) -F(0) 
ii 
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h 2sen_ 

rn 
2 	h2 = .!i1 	--- hsen- 	0 f(0) = u 

h 	2D-.o 

AsI pues F'(x) = f(x) para todo x E [-1,1], o sea, F es 

una primitiva de f en [-1,1] 

Probemos ahora que f no es integrable en [-1,1] 	Para 

ello, probarernos que I no es acotada en, [-1,11 	En efecto, 

sea 	 x = ____ 1 _ , luego 
- 

1imx=1inl 	1 =0 
/2n-1) 

y 

f(ic) = xsen- - 
xn  

- 	1 - _____ Sen ((2n - 1) it) - fJ2n -1) cos ((2n - 1)i) 
- 



H.,  

- l)n (-1) 

= jf2n - 

par lo tanto, 

1imf(x) lim  

Asi pues, f no es acotada en [-1,1] 	Notemos que en realidad 

I no es acotada en alguna vecindad del cero Por consiguiente, 

par la definiciOn de integral de Riemann, f no es integrable en 

[-1,1] 

Observe que rnás aun f no es integrable en los intervalos 

del tipo [-a,a] con a > 0 

Considerenos ahora la función g f-1,1) 4 R defanida par 

1 
g(x) = 	0 	si. x 	0 

-1 	Si X < 0 

La representación gráfica de g as la siguiente 



Me 

La función g es integrable en [-1,1] 	En efecto, la 

funciOn g es integrable en 1-1,01, 

f° g(x)dx= -1 

de igual manera, g es integrable en [0,11, 

f1g(x)dx = 1 

For lo tanto, g es integrable en [-1,1), ademàs, 

f 1g(x)dx f O 
 g(x)dx + f 	= -1 + 1. 0 

Sin embargo la función g no posee primitiva en [-1,1], puesto 

quo si g tuviera primitiva, existiria una funcián 
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E 11-1,11 - R tal que 

= g(x), para todo x E [-1,1] 

Luego, F aebe satifacer el Teorema de Darboüx 	Pero si 

tomarnos a = -1/2, b = 1/2 y k = 3/4, entonces 

F'(i-1/2) = g(-1/2) = 

F'(1/2) = g(1/2) = 1 

-1 < k < 1 

Pero no exste un 

c E (-1/2,1/2) tal que F'(c) = g(c) = 3/4 

Este resultado nos dice que g es integrable, pero que no tiene 

primitiva en  

Los dog e3empl6s que hemos presentado nos hablan 

claramente sobre la no concidencia de primitiva e integral 

deflnLda 	1Es tarea del facilitador del curso decirle a sus 

estudiantes que con cierta condición de continuidad estos dos' 

conceptos son equivalentes 
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3.4. 	ENSEANDO I1TEGRACI6N EVR SUSTIUCIÔN 

Una de las razones que motivan la necesidaci de reformar 

los estándares curriculares y en particular los programas de 

cálculo, es evitar los libros de cálculo que vienen en forma 

parecida a los libros de codina (presentan el procedimiento 

Para resolver un probierna como si fuera receta de cocina) 

AsI pues, esta reforrna debe estar fundamentada en el 

propOsito de enseñar conceptos en lugar de técnicas, 

cornprerisión en vez de rnemorización Esta es una tarea que vale 

la pena, pero la forma de lograrla no es nada fácil 

Atendiendo a esta situación, en la enseñanza del cálculo 

se presenta un caso que merece especial atención, se trata de 

la Ensefianza de Integración por Sustitución 

Cabe indicar que este inétodo es uno de los más 

irnportantes, pero exige mucho más ingenio por parte del 

estudiante, además que la explicación es más difIcil 

En la integraciOn por süstitución se le presentan dos 

situaciones diferentes al estudiante 

1 	La 	integración 	de 	funciones 	del 	tipo 
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xJi. - x2  6 InK  , aqul generalmente no hay mayor 

dificultad porque so observa quo estas funciories son 

del tipo f(g(x))g'(x) y si conocernos una primitiva 

de f, ilamérnosla F, entonces la antiderivada quo uno 

está buscando es F(gx)) 	La gran mayorla de los 

libros de texto afirman quo esto no es rnás que una 

ap1icaciOn do la regla de la cadena en reversa 

Aungue par 10 general el estudiante intuitivamente, 

adquiere este conocimiento que lo ayuda a desarrollar la 

técnica en forma mecánica, sin mucho entendimiento de lo que 

realmente está ocurriendo La otra situación es la siguiente 

2 El integrando representa funciones del tipo 

sin la x extra en la parte de afuera del 

radical, entoncOs la sustitución a realizar no 

parece evidente 	Sin embargo, los libros de texto 

nos sugieren hacer x 	son 9, dx = cos 9 d9, etc 

desapareciendo asI la dificultad quo so tuvo en un 

pr].nclplO y el proceso mecánico vuelve a aparecer, 

pero sin justificar las operaciones 
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Si observamos los dos casos mencionados, en el primero se 

está empleando una sustitución del tipou = g(x), mientras que 

en el segundo se sustituye x = g() 	Los teoremas que 

justifican 	ambas 	sustituciones 	se 	les 	denomina, 

respectivamente 	a) Teorema de Sustitución Directa y, b) 

Teorema de Sustitución Inversa 

A continuaciOn presentaremos estos dos teoremas, siguiendo 

la siguiente metodologla 	enunciaremos el teorema tal como se 

presenta en la maycrIa de los libros de texto, luego harernos 

algunas observaciones al respecto, prasentando ejemplos y 

finalmente proporcionaremos la demostración 

3 4 1 	TEOREMA DE SUSTITUCION DIRECTA 

Si u = g(x), entonces 

f f (g (x) ) g'(x) dx = ff (u) du 	 (1) 

La ecuación (1) no puede ser tornada literalmente, ya que 

el miembro derecho es distinto al miembro izquierdo 	Por un 

lado 
f 
 f (u) du significa una primitiva de 1, mientras que 
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f
f(g(x))gl(x)dx significa una primitiva de (fog)g'(x) 

Lo que se quiere decir en esta igualdad es que si se 

sustituye g(x) par u después de tomar la antiderivada de f, 

obtenemos la antiderivada de la función f(g(x))g'(x) 	La 

funcidn f(g(x))g'(x) la denotaremos por h 	Par lo que si 

conocemos una antiderivada para f ydeséamos encontrar una para 

h, podemos hallarla aplicando el teorema de sustitucióri 

directa 

Veamos a continuación dos ejemplos para ilustrar esta 

situación 

1 	Calcular f IS i5~j x cos x dx 

Hagamos f(x) = 	y g(x) = son x, luego g(x) = cos x, de 

donde 

h(x) = (f0g)g'(x) = f(g(x))g'(x) = 1fsenxcosx 

Ahora, si hacemos u = g(x) = son x, se tiene que 

du = cos x dx, por lo tanto 



f 

2 Calcular f _
1  dx 

xlnx 

Hac.erido f(x) = - y g(x) 	= mx, 	podemos var que 
x 

9'  (X) = 	, y 

h(x) = f(g(x))g'(x) 
= 1 
lnxx 

Por 10 tarito hacemos u = mx, du = 2 dx y obtenemos qüe 
x 

f 1 dx= f -du=inIvt+c ]-nh1nx1+c Jxlnx 	u 

El procedimiento a tócnica que generalmente damo8 a 

nuestros estudiantes para resolver este tipo de problemas es el 

siguierite 
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1) 	Haqa u = q(x), du = q'(x)dx después de esto sOlo 

debe aparecer la letra U y no la x en el 

inteqrando 

11) Hállese una primitiva (expresada en térininos de u) 

iii) Reqrésese nuevamente a la variable original del 

oroblenia, es decir sustityase u de nuevo pot q(x) 

Pasemos ahora a la demostracLOn del teorema el cual puede 

ser dado a nuestros estudiantes, puesto que lo ünico gue se 

requiere es que éste domine la rela de la cadena 

El teorema de la sustltución directa puede set formulado 

en Jos siquientes térrninos 

Thor ema 

Si F1  = £ entonces (Fog)' = h. 

Dernostr aclón 

(F'Og)q' por la regla de la cadena 

= (fOq)q' puesto gue F1  = 

=h 
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3 4 2 	TOREMA DE SUSTITUCION INVERSA 

Este es Un teorema que la mayoria de los libros de texto 

no prueban, pero no 10 hacen porque no lo formulan 	Una vez 

que se formula la prueba se hace más a rnenos mecánica, y 

veremos que la misma no sOlo es una aplicaciOn de la regla de 

la caderia, sino que exige otras cositas rnás 

Los libros que enuncian el teorema de sustituciOn inversa 

10 hacen en la siguiente forma 

Si x = g(t) entonces f f (x) dx = ff (g(t) ) g'(t) dt 	(2) 

Observernos que las ecuaciones (1) y (2) es la rnisma 

(falsa) ecuaciOn 	SOlo las letras para las variables de 

integraciOn son diferentes 	Estas ecuaciones se vuelven 

correctas cuando uno considera las integrales definitivas y 

hace las sustituciones adecuadas 

En este teorema conocemos una antiderivada para h 

(h(t) = f(g(t))g'(t)) y querernos encontrar una para f 

PresentaremOs de inmethato dos ejemplos donde se aplica el 

teorema de sustitución inversa Consideremos primero el caso 

donde el factor g'(x) no aparece 



99 

a + z 
1 Calcular ' dx f I - e2  

Cuando aparece of 
I se sugiere hacer u = e1, du = e'dx 

Como e1dx no aparece, multip].icamos y dividimos por et 

fl+e' _2:ezdX .  f i + Ui:dL. 
1 _ ex ex 	 1 -uu 

1+U du=f-±u-+ 2f_''  =lnIuI-21nh1-uI+c 
J(i -u)u 	u 	i - u 

= lnIe9 -21x11 - &zI + C 

= x - 21ii1 - 	+ c 

Existe otra forma más sencil.la de resolver este problema, 

el cual no exige multiplicar y dividir por el 

Si hacemos u = e1, x = mu 

dx -1du 
U 

f i+e _f l + U 1dL  =x-21r41 -e'i*C 
1_ex 	1 -uU 



La mayorIa de los problemas de sustitución resultan más 

fáciles si se recurre a la técnica de expresar x en función de 

u y dx en funciOn de du y no lo contrarlo Pero esta tcnica 

da resultado si y solo si la funciOn que expresa u en térnunos 

de x es inyecb.va para todos los valores de que x que se 
consideren 

2 	Calcular f e x 
 dx 

lex + I 

flagarnos la sustitución u = bIex + 1 	Luego, u2 = el + 1, 

entonces e1  = u2  - 1, y, x = ln(u2  - 1) 

dx- 	2udu 
U 2  - 1 

((*12-1)2  1 2udu=2f(u2_1)tu3_2u+C 
J 	U 	u2 -i 	 3 

3 	___________ 
= - (ex + 1) 2 - 2!/i' + 1 + 

Pasemos ahora a la formulaciOn y deinostraciOn del Teorema 
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de SustituclOn Inversa Hacemos notar czue oara la demostracxôn 

de este teorema se reQuiere que el estudiante dornine la rela 

de la cadena y también la derivada de la funciôn inversa, la 

cual es 

- 
g' 

El Teorema de Sustitución trwersa Duede ser enunciado como 

s ique 

Teorema 

Si H' = h y q tiene una Inversa entonces 

(HOq)' = 

Demo st r a cj. ón 

Puesto que F' = f, tenemos por la reqia de la cadena que 

(Fog)'- (F10g)g1 - (fOg)g'-h 

Asi H y Fog tienen la misma derivada y por tanto la diferencia 

entre ellas es una constante, asi, 
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FOq=H+C 	 (*) 

Cornponiendo ambos lados de (*) por el lado derecho con q 	se 

t i ene 

FOqOq - 	F= (II+c)Oq- 

= HOq_'-  + cOq-

= HOq- + C 

Lueqo 

F' = (HOq -  + c -)' 

es decir, 

f = (HOq)' 

La sustituclOfl inversa es rnuy importante y deberia ser 

parte de todo curso de cálculo no sólo porQue le permite a uno 

encontrar antiderivãdas de raices cuadradas de polinomlOS 

cuadráticos, sino porgue es un ejemplo de La técnica de camblo 

de variables, la cual es muy importante en matemáticas 

Para tratar de inducir al entendimiento de este material 

debe dársele a Jos estudiantes una práctica intensive en 

composiciOfl de funciones, un tema cue a menudo encuentrafl 

dif icil 
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El enfoque quo presentarnos en la integracián por 

sustitución se fundamenta en la proposiciOn de que los 

estudiantes aprenden en un curso, no es lo que ellos leen en un 

texto o escuchan en una conferencia, sino lo quo ellos pueden 

hacer por sI mismos 

Asuntos de rutina y problemas do ejercicios 

definitivarnente tienen su lugar, pero si queremos que los 

estudiantes entiendan por qué trabajan o funcionan estas 

rutinas entonces nosotros debemos diseñar problemas cuyas 

soluciones requieran de este entendmiento 

Finalmente consideramos de interés presentar un obstculo 

epistemológico de origen didáctico, do gran incidencia en los 

cursos de cálculo e incluso presente en algunos libros de 

cálculo 	So trata precisamente de solicitarle a los 

estudiantes que evaluen una integral de tipo 
f1 dx 	Para 

sorpresa, producto tal vez, del aprendizaje inecanicista, el 

estudiante evalua la integral mediante la sustituciOn 

trigonométrica x = sen 0, encontrando que 
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Sin embargo no podemos encontrar )ustlflcaclón para esta 

expresión puato quo la funcaón £ [-1,13 -' R, defanida por 

.f(x) = - 	no está acotada en [-1,1] y la definicon do 
IT -x 

integral de Riemánn no be puede aplicar 



OONCLUSIONES 



- 	Antes de Cauchy Ia existencia de una integral nunca fue 

motivo de preocupación, se determinaba, por supuesto, 

explicitarnente en la rnayorla  de las aplicaciones que se 

realizaban 	Ninguno de sus predecesores apreciO la 

necesidad do una rigurosa teorla do la integral 	Sálo un 

hombre con la fecundidad maternática, como la de Agustin 

Louis Cauchy, fue capaz de proveer una fundamentacion 

rigurosa de la teorla de la integral 

- 	Para Cauchy la condición de continuidad estaba unpilcita 

eh la definiciOn de lo que para el era una funcidn Pero, 

recordemos quo Dirichiet planteó el problema de extender 

el concepto do la integral de Cauchy a funciones quo son 

discontinuas sabre un conjunto infinito de puntos, en un 

intervalo finito 	La intefrogante formulada par 

Dirichiet, c an qué caso es una función .zntograb1e, 

angina 10 que hay conocemos como integral de Riemann, 

quien resolvió en parte el problerna planteado, extendiendo 

1a dofinición de Cauchy para una más amplia clase do 

func iones 

- 	La integral de Riemann es un desarrollo natural de las 

ideas de Cauchy 	Clara que la teorIa de Riemann difiere 

en dos aspectos básicos de la de Cauchy Primero, Cauchy 

tornó los valores do f en Jos puntos extremos del lado 

izquierdo do cada subintervalo, Riemann tomO cualquier 



punto arbitrario en sus subintervalos 	Segundo, y lo mas 

fundamental, Cauchy asumiO expilcitamente que la función 

cuya integral se va a definir es continua, mientras 

implicitamente asumiendo quo es uniformemente continua, 

Riemann no asumió la continuidad y diá un ejemplo de una 

función integrable con un numero infinito de 

discontinuidades en un intervalo arbitrariamente pequeno 

Si los errores sari elementos usuales en nuestro camino, 

hacia el conocimiento verdadero, hemos de concluir que en 

el proceso usual de coristrucciOn de los conocimientas 

matematicos van a aparecer, de forma sistemática, errores 

y, par lo tanto, el proceso mencionado de construcción 

deberá incluir su diagnóstico, detección, correccion y 

superac6n medrante actividades que promuevan el ejercicio 

de la critica sabre las propias producciones 





ALEKSANDRON, A , KOLMOROV, A , LAUREN'FIEN, H , y otros 

La matemática 	su contenido, métodos y 

siqiificado -- Madrid 	Alianza 

Editorial, S A , 1981 

2 	BARTLE, R y DONALD, S 	Introducción al análisis 

matemático de una variable -- Mexico 	Editorial 

Limusa, 1989 

3 	BOURBAKI, N Elementos de historia de las matemáticas 

- [S 1 ] 	Alianza Universidad, 1973 

4 	BUYER, C Historia de la matemática -- VersiOn española 

de Mariano Martinez P 	-- [S 11 	Alianza 

Universitaria Texto, 1994 

5 	BUYER, C 	History of the Calculus and its conceptual 

development -- New York 	Dover [reprint], 1959 

6 	BROUSSEAU, G 	Les obstacles epistemologigues et les 

problemas en mathérnatigues -- Recherche en 

Didactique dis mathematiques, 1983 

7 	BRUCKNER, A Differentiation of real functions 	-- 

tS 1 3 	American Mathematical Society, 1994 



8 	CANTORAL, R 	Procesos del cálculo ysu desarrollo 

conceptual 	Tesis de MaestrIa en Matemática 

Educativa -- Mexico 	Es n], 1983 

9 	CAUCHY, L A Curso de análisis -- ColecciOn MATHEMA 

- Traducción de Carlos Alvarez -- Mexico 	Cs n ], 

1994 

10 	CHARLES, H E 	The historical development of the 

calculus -- [S 11 	Springer-Verlag, 1937 

11 	COLLETE, J P 	Historia de las matemáticas --- Tomos I 

y II, -- Mexico 	Siglo Xxi Editores, S A , 1973 

12 	CORDERO, F 	Un estudio do la teorla de iritegraciOn 	sus 

definiciones, el concepto de funcidn primitiva y su 

relevancia en la didáctica -- Cuadernos do 

InvestigaciOn, NQ 13, Aflo IV, Guadalajara, Mexico, 

1990 

13 	GALE, D 	Teaching integration by substitution -- The 

American Mathematical Monthly -- Pags 520-526, 

1994 



14 	GORDON, R The integrals of Lebesgue, Denioy, Perron and 

Henstock -- [S 11 	American Mathematical Society, 

1994 

15 	GLUCHOF'F, A 	Trigonometric series and theories of 

integration -- Mathematics Magazine, Vol 67 --

Pág 3-19, 1994 

16 	GRABINER, J 	The origins of Cauchy's rigorous calculus 

-- Massachussetts 	The MIT Press, 1981 

17 	GRATTAN-GUINESS 	Del cálculo a la teorIa de coiiiirps 

1630-1910 -- [S 11 	Alianza Editorial, 1984 

18 	HAWKINS, T 	Lebesgue's theory of integration -- 

Chelsea 	Chelsea Publishing Company, 1970 

19 	IACOBACCI, B Cauchy and the development of mathematical 

analysis 	[S 11 	UNI Dissertation Information 

Service, 1967 

20 	MARCHISOTTO, R , ZAXERI, G An invitation to integration 

in finite terms -- The College Mathematics Journal 

-- Pgs 295-308, 1994 



21 	MEDEROS, 0, GUTIgRREZ, R 	Sobre la no coincidericia de 

los conceptos de integral indefinida y de primitiva 

de una funián -- Boletin NQ 5, Sociedad Cubaria de 

Matemáticas -- Págs 33-39, 1985 

22 	MORRIS, K 	El pen amiento maternáta.co de la antigüedad a 

nuestrosdIas -- Tomo I y II -- [S 11 	Alianza 

Universidad, 1972 

23 	ORTHON, A 	Didáctica de las maternáticas 	cuestiones 

teorla y prctica en el aula -- Madrid 	Ediciories 

MORATA, 1996 

24 	RICO, L 	Errores en el aprendizaie de las matemäticas - 

- [S 11 	Editorial Iberoamericana, 1995 

25 	RUIZ, H L 	Concepciones de los alumrios de secundaria 

sobre la nociOn de funciOn Análisis epistemolOQLco 

Y didáctico -- Tesis Doctoral -- Granada, Espafia 

(s n ], 1993 

26 	SHENITZER, A 	The evolution of the integration -- The 

American Mathematical Monthly -- Page 66-72, 1994 


